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Luku 1

Johdanto

Sarjanumerojirjestelmis sekd muita tunnistemerkkijonoja kiyttévid mene-
telmid on laajasti kiytossd monilla aloilla. Esimerkiksi tuotteiden ja hen-
kiloiden erottelemiseen tarvitaan jérjestelmid, joissa jokaiselle késiteltavél-
le kohteelle annetaan oma tunnistekoodi, jolla kohde tallennetaan tietokan-
taan. Riippuen tietojirjestelmin kdyttoalasta, néditd koodeja saatetaan siir-
tad suullisesti saneltuna, paperilla tai tekstiviestilla, jolloin tunnistekoodi on
kisin néppéiltava padtelaitteelle haluttuun tietueeseen viittaamiseksi. Téllai-
sissa tilanteissa luku- ja néppdilyvirheet aiheuttavat osan tietojirjestelmaés-
sd tapahtuvista kiyttovirheistd. Kayttdja voi vahingossa esimerkiksi tehda
tilisiirron véaralle tilille tai tilata vaarian tuotteen. Pahimmassa tapaukses-
sa virhettd ei koskaan huomata tai se huomataan niin mychéin, etta siti ei
en#d voida korjata. Siksi tunnistejirjestelmis suunniteltaessa yleisesti varau-
dutaan téllaisiin tilanteisiin lisdamélla tunnisteisiin tietylld funktiolla lasket-
tava tarkiste, jonka avulla tunnistetaan virheellisesti syotetyt merkkijonot.
Erilaiset funktion valinnat johtavat erilaisiin virheentunnistusominaisuuksiin
ja ndistd menetelmistd jotkin toimivat toisia huomattavasti paremmin.

Téssa tyossa kisittelen tarkistusmerkkijérjestelmié, joiden konstruktios-
sa ja analyysissa kdytetddn algebrallisten ryhmien teoriaa. Keskeisené osana
ovat Kkisitteet taydellisistd ja antisymmetrisistd kuvauksista seké kiintopis-
tevapaat ryhmiautomorfismit. Tarkastelut johtavat kuuluisan Hall-Paige -
konjektuurin késittelyyn, joka liittyy tdydellisten kuvausten olemassaoloon
ddrellisissd ryhmissé.

Oman osan tésté tydstd muodostavat tietokoneajot, joiden avulla kokeel-
lisesti haettiin uusia konstruktioita tarkistusmerkkijirjestelmille, enumeroi-
tiin erilaisten sopivien kuvausten lukumaérid seka laskettiin tunnettujen jar-
jestelmien eri virheluokkien tunnistusfrekvenssejd. Tyon viimeisessd osassa
esittelen graafiteoriaan pohjautuen uusia tuloksia tarkistusmerkkijirjestel-
mien virheentunnistusrajoista ja konstruoin uuden menetelmain, joka tietyin
rajoittein tunnistaa syotteessd tapahtuvat k virhettd kiyttaen k:ta tarkis-
tusmerkkié.



Luku 2

Perusteita

Téssd tyossd kiytetdan seuraavia vakiintuneita merkintoja.
Z: Kokonaislukujen joukko.
Z: Aidosti positiivisten kokonaislukujen joukko.
P: Alkulukujen joukko.
Zy,: Jakojaannosluokkien joukko modulo n.
C),: Kertalukua n oleva syklinen ryhma.
Sqa: Kaikkien ryhmén G alkioita operoivien permutaatioiden ryhma.

eq: Ryhmén G identiteettialkio. Jos ryhméista ei ole epéselvyyttd, niin
merkitadn yksinkertaisesti e.

g% a € G: Alkion g konjugointi ryhmin G alkiolla a eli tulo a~!ga.
|G|, |g|: Ryhmén G tai alkion g kertaluku.
H < G: Ryhmé H on ryhméin G aliryhma.

N < G: Ryhmé N on ryhmén G aito normaali aliryhma.

[G : H]: Aliryhmén H indeksi ryhméssa G eli osam&éra %

G = H: Ryhmit G ja H ovat isomorfisia keskendin.

Yleissddntoénd isot kirjaimet G, H, ... varataan symboloimaan ryhmii ja
joukkoja ja pienet kirjaimet g, h,... niihin kuuluvia alkioita. Kaikki késitel-
tavat ryhmait ja joukot tulee olettaa dérellisiksi, ellei toisin erikseen mainita.

Lukijan oletetaan entuudestaan tuntevan ryhméteorian peruskisitteité
kuten syklinen ryhmé, aliryhmé ja permutaatioryhmé. Téssé luvussa esite-
tddn ilman todistusta myShemmin tarvittavia perustuloksia, joiden tausta-
tietoa varten suositellaan esimerkiksi M. Niemenmaan luentoja tai S. Langin
kirjaa ([1], [2] ja [3)).
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Lause 2.1 (Lagrange). Ryhmdn G jokaiselle aliryhmdlle H on voimassa
ehto |H| ‘ |G|. Jos g € G, niin |g| ‘ |G|

O

Propositio 2.2. Jos H on ryhmdn G aliryhma ja n = [G : H], niin on
olemassa alkiot g1,...,g9n € G ja ¢i,...,q, € G, joille pitee

G=gHUgHU...Ug,H=Hg¢g,UHg)U...UHg,,

missd joukkoja g;H sanotaan aliryhmdan H vasemmanpuoleiseksi sivuluokik-
si ja joukkoja Hg, vastaavasti aliryhmdn H oikeanpuoleisiksi sivuluokiksi.
Alkioita g; sanotaan aliryhmdn H vasemmanpuoleisten sivuluokkien edusta-
jiksi sekd alkioita g aliryhmdn H oikeanpuoleisten sivuluokkien edustajik-
si. Ndille sivuluokille on voimassa ehdot g;H N g;H # 0 = g; = g; sekd
Hgin Hyg; # 0 = g; = g;.

Jokainen ryhmin G alkio g voidaan esittdd yksikisitteisesti muodossa
g = gih = h'g}, missé i,j € Z4y N [1,n] ja h,h' € H.

Mairitelmi 2.3. Ryhmdn G aliryhmdda N sanotaan normaaliksi aliryhmdk-
si ryhmdssi G, jos kaikilla g € G jan € N on voimassa ehto gng™' € N.
Talloin merkitaan N < G.

Aliryhmien normaalius ei ole transitiivinen ominaisuus, eli ehdosta A <
B<C ei seuraa, ettd A<C'. Kuitenkin tekijaryhmien suhteen pitdé paikkansa
seuraava ominaisuus [4, lause 2.28(ii)].

Propositio 2.4. Olkoon H <G ja K sellainen ryhmdn G aliryhmd, jolle on
voimassa H < K ja K/H {G/H. Talloim K <G.

O

Ryhmén G ei-triviaalia normaalia aliryhm#&i N sanotaan ryhmén G mi-

nimaaliseksi normaaliksi aliryhmiksi, jos ehdosta N/ < N, N’ < G seuraa,

ettd N = {e} tai N’ = N. Ryhmén minimaalinen normaali aliryhm4 ei ole
valttdmattd yksikasitteinen, edes kertaluvultaan.

Lause 2.5. Jos H < G ja [G: H] =2, niin H < G.

O
Ryhmén G kahdesta aliryhméstd A ja B voidaan muodostaa kompleksi
AB ={ab:a € A jabe B}, jonka koko voidaan laskea kaavalla

|Al| B
|AN Bl

|AB| = (2.1)

Tamé joukko el valttdméttd ole ryhmén G aliryhma.

Lemma 2.6. Jos AJG tai BG, niin kompleksi AB on ryhmdn G aliryhmd.
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O

Maiiritelma 2.7. Jos ei-triviaalilla ryhmdlli G ei ole olemassa muita nor-
maaleja aliryhmid kuin triviaalit normaalit aliryhmdat {e} ja G, niin ryhmddi
G sanotaan yksinkertaisekst ryhmdksi.

Maiiritelma 2.8. Jos ryhmdlli G on olemassa normaalien aliryhmien ketju
{1}:G0<1G1<1...<]Gk=G,

missd tekijéryhmdt Gj/Gj—1 ovat abeliaanisia kaikille j = 1,2,...,k, niin
ryhmdd G sanotaan ratkeavaksi ryhmdksi.

Ratkeavan ryhman kaikki aliryhméit ja tekijaryhmét ovat myds ratkeavia
[4, lauseet 5.15, 5.16].

Maésritelma 2.9. Ryhmad H, jonka kertaluku on muotoa |H| = p™, missd
n € Zy ja p € P, sanotaan p-ryhmdksi. Jos H on jonkin ryhman G aliryhmd
ja p"tL 1 |G|, niin ryhmdd H sanotaan ryhmin G Sylowin p-aliryhmdkss.

Kaikki ryhmén G Sylowin p-aliryhmét konjugoivat kesken&én ryhméssa
G [4, lause 4.12(i)].

Ratkeavan ryhmin minimaalisella normaalilla aliryhmélld on seuraava
ominaisuus [5, harjoitus 9.1, 9.2].

Lause 2.10. Jos N on ratkeavan ryhmdn G minimaalinen normaali aliryh-
md, niin talloin N on kommutatitvinen p-ryhmd.

O]

Seuraavat rakenteet esiintyvét usein myShemmissi tarkasteluissa.

Maidritelma 2.11. Olkoon G ryhmd ja g jokin sen alkio. Alkion g sent-
ralisoijoksi Cq(g) kutsutaan ryhman G kaikkia alkioita, jotka kommutoivat
alkion g kanssa el

Calg) ={z € G : gz = zg}.
Jos A C G, niin joukon A sentralisoija madritelladn samaan tapaan kaavalla

Ca(A)={ze€G:YaecA:ar=za}.

Ryhméin G sentralisoijaa itsessddn Cg(G) sanotaan ryhmén G keskuk-
seksi ja sille kiiytetdan merkintdd Z(G). Sentralisoijaan liittyy l&heisesti seu-
raava kisite.

Maiiritelma 2.12. Olkoon G jokin ryhmd ja M C G. Tdlléin joukkoa
Na(M)={g€ G: M= M}

sanotaan joukon M normalisoijoksi ryhmdssd G.
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Joukot Cg(a),Cq(A) ja Ng(M) muodostavat ryhmén G aliryhmis.

Maéiritelmi 2.13. Olkoot (G,-) ja (H,*) ryhmid ja 0 kuvaus ryhmaltd G
ryhmdlle H. Tdlléin sanotaan, ettd kuvaus 0 on homomorfismi, jos se
toteuttaa ehdon

O(a-b) =0(a)*6(b).
kaikilla a,b € G.

Huomaa, ettd homomorfismin ei tarvitse olla injektiivinen tai surjektii-
vinen. Bijektiivistd homomorfismia kutsutaan isomorfismiksi. Jos edellisessd
médritelméssd G = H ja kuvaus 6 on bijektiivinen, niin tilldin kuvausta 6
sanotaan ryhmén G automorfismiksi. Ryhmén G kaikkien automorfismien
joukolle kiytetdan merkintad Aut(Q).

Maiaritelma 2.14. Olkoon N ja H ryhmid jo kuvaus ¢ homomorfismi H —
Aut(N) : ¢(h) := 0y, Tdalloin mddritellidn kuvauksen ¢ indusoima puolisuo-
ra tulo pariksi (N x4 H,x), missi N x4 H = {(n,h) :n € N jah € H} ja
operaatio *x on mddritelty asettamalla

(n1, h1) * (n2, he) == (n1¢(h1)(n2), h1ha) = (n16n, (n2), hih2)
Lemma 2.15. Pari (N x4 H, ) on ryhmd.

Todistus. Joukon N x4 H neutraalialkiona toimii alkio (e, er), missd ey €
N ja ey € H ovat ryhmien N ja H neutraalialkiot. Jos (n1,h1) € N x4 H,
niin
(n1,h) * (en,en) = (nibp (en), hieg) = (n1,h1) ja
(en,em) * (n1,h1) = (enbey(n1),emht) = (n1, hy).
Y& 0., (n1) = ¢(em)(n1) = nq, silld ¢ kuvaa homomorfismina ryhmén

H identiteettialkion ryhmén Aut(N) identieettialkiolle. Alkion (n,h) kdéan-
teisalkio on alkio (;,-1(n~1), h™1), silld

(n,h) * (Op—1(n 1), h™ Y = (b (0p-1(n 1), hh™1) = (en, en) ja
Op-1(n 1), h" ) % (n,h) = (Op-1(n 1)0y-1(n),h " 'h) = (en, em).

Lisdksi * on assosiatiivinen operaatio, koska

[(nl, h1) * (na, hg)] x (n3,hg) = (n16n,(n2), hiha) * (ns3, hy) =
(716, (n2))0ny 1y (13), (hah2)hs) = (11(On, (n20h, (13)), hl(h2h3))
(nl, ]’Ll) * (n20h2 (ng), hghg) = (nl, hl) * [(77,2, h2 TL3, h3 ]

Huomaa, ettd edelld 6y, 5, (n3) = O, (0h,(n3)).
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Mythemmin kiytetdin toistuvasti seuraavaa havaintoa.

Propositio 2.16. Jos G = N x4 H, niin on olemassa ryhmat N' = N ja
H' = H, joille N' <G ja H < G.

O]

Kahden ryhmén G ja H suora tulo méiiritellddn erikoistapauksena puo-

lisuorasta tulosta valitsemalla V h € H : ¢(h) = id, missé id(n) = n. Talldin
ryhmé&operaatio saa tutun muodon

(n1, h1) * (n2, he) = (nina, hihg).

Ryhmien G ja H suoralle tulolle kiytetddn merkintdd G x H.
Esimerkki. Valitaan

G:=C,=<a> H:=0Cy={en,b}, 0, =idjab:=inv,

missd inv(n) = n~1. TAlldin midritelmén 2.14 puolisuora tulo antaa ryhmén,
jonka alkiot ovat muotoa (z,y), missid x € C,,y € Co. Ryhméaoperaatio *
lasketaan kaavoilla

Samaistetaan (a’,ey) ~ a', (eq,b) ~ b ja (eq,ey) ~ e, jolloin saadaan
ryhmé
D,:=<ab:a"=¢e b’ =e,ab=0ba"' >,

jota kutsutaan astetta n olevaksi dihedraaliseksi ryhmdaksi. Huomaa, ettd tés-
sé notaatiossa |D,,| = 2n. Joissain lahteissad kiytetdén erilaista merkintata-
paa, jossa |Da,| = 2n.

Maéaritelma 2.17. Ryhmdan G aliryhmdd N sanotaan karakteristiseksi ali-
ryhmdksi ryhmdassd G ja merkitain N char G, jos kaikilla ryhmdn G auto-
morfismeilla 0 on voimassa O(N) = N.

Karakteristiset aliryhmét ovat aina samalla my&s normaaleja aliryhmia.
Ryhmaén karakteristisuus on transitiivinen ominaisuus ja toimii seuraavasti
[5, lemma 6.1].

Lemma 2.18.
1. Olkoon N <G ja M char N. Talléin M <G.
2. Olkoon U char B ja B char G. Tdlléin U char G.
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O
Edelld maaritelty ryhmén G keskus Z(G) on aina karakteristinen ryh-
méssd G |4, harjoitus 5.25].
Seuraavaa tulos oletetaan myos tunnetuksi [5, lause 4.8].

Lause 2.19 (Frattini argument). Olkoon K < G ja P ryhmdn K Sylowin
p-aliryhmd. Tdllgin G = KNg(P).

Lis#ksi tarvitaan vield seuraavaa normaalien aliryhmien isomorfiaan liit-
tyvdd ominaisuutta [5, lause 2.3].

Lause 2.20. Olkoon U < G ja N < G. Tallgin (UN)/N =U/(UNN).



Luku 3

Tarkisteyhtalo

Aiheeseen perehtymiseksi tarkastellaan aluksi muutamia esimerkkejd kiytan-
nossé olevista jarjestelmisté.

Kansainvilisesti kiytetyn ISBN-10 -jarjestelmén [6] numerosarjat koos-
tuvat yhdeksistd numerosta ai, ..., ag, seké tarkistenumerosta ayg, joka las-

ketaan kaavalla .

ap = — Y (11 —4)-a; (mod 11).
i=1
Jos talld menetelmalld laskettuna ajg = 10, niin se koodataan kiyttdmalla
yliméaraista merkkid X.
Esimerkiksi kuvassa 3.1 esitetty ISBN-10 -koodi on kelvollinen, koska sen
tarkistenumero tdsméé.:

ajp=—(10-0+9-44+8-7+7-0+6-8+5-44+4-6+3-7+2-4) =7 (mod 11)

EAN-13 -jarjestelméd [7] kiytetdén tunnistamaan Euroopassa markki-
noilla olevia kulutustuotteita. EAN-koodi on kolmetoista merkkié pitkd nu-
merosarja ajaoas . .. ais, joista viimeinen aq3 on tarkistusmerkki, joka laske-
taan kaavalla

a13 = —(a1 + 3az + a3 + 3aq + a5 + 3ag + . .. a11 + 3a12) (mod 10).

ISBN 0-470-84674-7

NRDIELD O

6 4104027023059

Kuva 3.1: ISBN-10 ja EAN-13 -koodit.

10
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Seké ISBN- ettd EAN -koodijérjestelmét havaitsevat kaikki syotteessi ta-
pahtuvat yksittdisvirheet, eli sellaiset virheet, joissa oikeasta merkkijonosta
tdsmélleen yhdessi paikassa merkki muuttuu toiseksi. Modulo 10 -laskentaan
perustuvat tarkistusmerkkijarjestelmét ovat kidytannollisid, koska niissé tar-
vitaan vain numeroita 0-9. ISBN-jarjestelmissi on otettava yksi lisdkirjain
merkitsemédn lukua 10.

Esimerkki. Vaihtovirheeksi tai transpositiovirheeksi sanotaan sellaista
syOtteessd tapahtuvaa virhettd, jossa kaksi vierekkiistd merkkid vaihtavat
jérjestystd. Jos kuvassa 3.1 esitetyn EAN-13 -koodin néppdilyssa tapahtuu
lopussa lukujen 0 ja 5 valilld transpositiovirhe, niin tat4 virhettd ei havaita,
silld virheellisen sydtejonon 6 — 410402 — 023509 tarkistusmerkki on sattu-
malta sama kuin alkuperiiselld oikealla merkkijonolla:

a13 = —(643-4+1+3-04+4+3-0+2+3-0+2+3-3+5+3-0) = 9 (mod 10).

T&m3 johtuu tietenkin siitd, ettd 1-5+3-0=1-0+3-5 =5 (mod 10).
ISBN-10 -jérjestelmé sen sijaan havaitsee kaikki vaihtovirheet. MyShemmin
tullaan todistamaan, ettd mikdan ryhmé&in Z,o perustuva tarkistusmerkki-
jirjestelm4 ei voi samanaikaisesti havaita kaikkia yksittédisvirheitd seké trans-
positiovirheitd. Téssa mielessd ISBN-10 -jarjestelmén modulo 11 -tarkiste on
tehokkaampi ratkaisu kuin EAN-13 -jarjestelméan modulo 10 -rakenne. Hie-
man merkillistd onkin, ettd vuonna 2007 ISBN-10 -jirjestelmén korvaavassa
laajennetussa ISBN-13 -jéarjestelméssa siirryttiin kiyttdméain samaa modu-
lo 10 -tarkistetta kuin EAN-13 -jarjestelméssé [8, 4.5].

Vastaavanlaisia esimerkkeja 10ytyy paljon, silld tarkistemerkkeji kiyte-
tddn sarjanumerojirjestelmissi ldhes kaikkialla. Suomessa kiytettdvia jar-
jestelmid ovat esimerkiksi Y-tunnus [9], ALV-numero [10] sekéd suomalainen
henkil6tunnus [11]. Yleisemmin tarkistemerkkejd kiytetdén kansainvélises-
ti IBAN-pankkitilinumerossa [12|, passeissa [13, §iv-24| ja viisumeissa |14,
§iv-17], sekéd luottokorttien numeroissa |15].

Luvussa 7 esitellddn lisdé yleisesti vakiintuneita jarjestelmid ja vertaillaan
niiden virheentunnistusominaisuuksia eri virheluokissa.

3.1 Tarkistusmerkin laskentakaava

Tarkistusmerkin laskemista voidaan késitelld mielivaltaisen ryhmén (G, -) si-
salla samaistamalla késiteltdvin merkkijonon aakkosto ryhmin G alkioiden
kanssa. Olkoon talldin ajasas...an—1,a; € G merkkijono, jolle tarkistus-
merkki halutaan laskea. Kayttamalla ryhméoperaatiota - ja ennalta valittuja
kuvauksia d1,...,0,_1, missi §; : G — G voidaan tarkistusmerkki méaaritella
sellaiseksi alkioksi a,,, joka toteuttaa kaavan

(51(0,1) . 52((12) ot (5n_1(an_1) = Qp. (31)



LUKU 3. TARKISTEYHTALO 12

Tarkiste a,, sijoitetaan yleenséd viimeiseksi alkioksi sy6tteen loppuun. Talla
tavoin konstruoituna tarkistusmerkkijarjestelmén virheentunnistuskyky riip-
puu valitusta ryhméstd G seki siité, millaisia kuvauksia §; kiytetdan.

Heti on ilmeisté, ettd kuvauksilla ¢; taytyy olla ominaisuus ;(z) # d;(y)
kaikilla z,y € G ja §; € Sg, koska muulloin yksittdisen merkin x muuttu-
mista merkiksi y ei havaittaisi. Tama ominaisuus otetaan tarkistusmerkki-
jirjestelmén perusvaatimukseksi ja téssa tyossé kisitelladn vain jérjestelmi,
joissa kuvaukset §; ovat ryhmin G permutaatioita.

Joskus kiytetddn myos kaavaa

(51 (al) . (52(&2) L 5n,1(an,1) . (5n(an) =€, (3.2)

joka on ominaisuuksiensa puolesta yhtéapitdva yhtdlon 3.1 kanssa.

Lahes kaikki kiytossd olevat tarkistusmerkkijirjestelmét voidaan esittad
kaavan 3.1 tai 3.2 muodossa. Esimerkiksi EAN-13 -jirjestelmé saadaan va-
litsemalla G = Zqg ja kiyttaméalla yhtalod 3.2, missé

dok+1(x) = x ja dox(z) = 3.

Mielivaltaista permutaatioiden J; valintaa voi olla hankala analysoida.
Valitsemalla, vain yhden permutaation § ja merkitsemills §; := §' saadaan
helpommin kisiteltiva rakenne, jolla on my6s hyddyllisid ominaisuuksia. Si-
ten yhtéld 3.1 saa muodon

§(ar) - 0%(ag) - 6%(ag) - ... - 6" an_1) = an (3.3)
tai vaihtoehtoisesti yhtalosta 3.2,
§(ar) - 0%(ag) - 6%(ag) - ... 6"(an) = e. (3.4)

Talla tavoin kidsiteltyné jokainen ryhmén G permutaatio o yksistddn maa-
rittelee jonkin tarkistusmerkkijirjestelmén. Siten seuraava médritelma on
luonnollinen.

Mairitelma 3.1. Ryhmdssi G toimivaa tarkistusmerkkijirjestelmdd, jos-
sa kdytetddn yhtd ryhmdin G permutaatiota 0 ja tarkisteyhtdlod 3.3 tai 3.4,
sanotaan parin (G, 0) muodostamaksi tarkistusmerkkijirjestelmdaksi. Jos ryh-
mdastd G et ole epdselvyytid, nitn puhutaan myds pelkdstddn permutaation §
muodostamasta tarkistusmerkkijirjestelmdstd.

Jatkossa tarkistusmerkkijirjestelmad kisitelladn myos diskreetting funk-
tiona f : G" ! — G, missi f(aiaz...a,_1) = a,. Témi funktio kuvaa
sySteavaruuden |G|" ! alkiota vain |G| kappaleeksi eri tarkistemerkkeji, jo-
ten tormadvid sydtejonoja on paljon. Siten mielivaltaisia satunnaisvirheitd
ei voida tunnistaa tdydellisesti. Tama motivoi erilaisten yleisimpien virhe-
tyyppien luokitteluun ja sellaisten jarjestelmien kehittdmiseen, joissa ainakin
namé yleisimmét virhetyypit tulisi tunnistettua.



LUKU 3. TARKISTEYHTALO 13

Virheluokka Kuvaus (a # b) Verhoeff | Beckley
yksittiisvirhe a—b 79.0% 86%
vaihtovirhe ab — ba 10.2% 8%
hyppyvaihtovirhe ach — bea 0.8%
kaksoisvirhe aa — bb 0.6% 6%
foneettinen virhe | a0 < 1a,2<a <9 0.5%
hyppykaksoisvirhe aca — beb 0.3%

muut virheet 8.6% -

Taulukko 3.1: Virheluokkien esiintymistiheydet R.H. Schulzin esittdmén [7].

3.2 Havainnoitavat virhetyypit

Tarkistusmerkkijarjestelmien tarkoituksena on suojata pdidasiassa ihmisten
aiheuttamilta merkkijonojen kirjoitus- ja saneluvirheiltd ja siispd syntyvét
virheet ovat kaikkea muuta kuin satunnaisia. Tdmén luvun alussa esiteltiin
kaksi yleisintd virhetyyppid, jotka ovat yksittdisvirhe ja transpositiovirhe.

J. Verhoeff ja D.F. Beckley tutkivat [16] [17] tilastollisesti erilaisia kirjoi-
tettaessa tapahtuvia virheitd ja jakoivat ne virheluokkiin, jotka on esitetty
taulukossa 3.1. Yksittdisvirheiden ja vaihtovirheiden osuus kaikista virheistd
on Verhoeffin mukaan yhteensé 89.2%, joten olisi toivottavaa, ettd tarkistus-
merkkijarjestelmé tunnistaisi ainakin ndmé molemmat virheluokat.

Taulukon 3.1 toisessa sarakkeessa kirjaimet tarkoittavat yksittaisia ryh-
mén G alkioita ja tfssd sarakkeessa niytetddin vain ne merkit, jotka ovat
oleellisia virheen kannalta. Esimerkiksi merkintd acb — bca hyppyvaihtovir-
heen kohdalla tarkoittaa, ettd merkkijonoon ajas...ach...an—1a, syntyy
virhe, joka muuttaa merkkijonon muotoon ajas...bca...an,_1ay,.

Tarkistusmerkkijarjestelmié analysoitaessa on muistettava, ettd virhe voi
syntyd myds itse tarkistusmerkkiin. Siksi yhtdl6a 3.2 on toisinaan helpompi
tarkastella kuin kaavaa 3.1, silld yhtdlossa 3.2 kaikkia sydtejonon merkkeja
kisitellddn yhtendisesti.

Foneettisella virheelld tarkoitetaan englannin kielelld saneltaessa tapah-
tuvaa virhettd, jossa esimerkiksi "fifty" (50) kuullaan véérin muotoon "fif-
teen" (15), tai toisinpéin. Téllaisia muunnoksia voi tapahtua kahdeksalla eri
luvun a arvolla (2 < a < 9). Suomen kielelld saneltaessa naitd virheitd ei
juurikaan tapahdu, koska néiden sanojen dénneasu on tdysin erilainen.

A. Ecker ja G. Poch laajentavat Verhoeffin ja Beckleyn virhetyyppien
listaa tunnistamalla yleisempié kaksoisvirheiden tyyppeji. Namé virhetyy-
pit on esitelty taulukossa 3.2. Merkintd "..." symboloi vilissdolevia nol-
laa tai useampaa mairdd merkkejd, jotka eivit muutu. Vaikkapa muunnos
abede fghj — aghdefbcj on esimerkki yleisestd kaksoistranspositiovirheesté.

Muunnosvirheessi m kappaletta merkkijonon perittiisia merkkejd muut-
tuvat siten, ettd niiden kaikkien arvo kasvaa tai vihenee arvolla e. Tata vir-
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Virheluokka Kuvaus

kaksi yksittdisvirhettd a...b—>c...d;ja#tcjab#d
yleinen transpositio a...b—=>b...a,a#b

yleinen kaksoistranspositio ab...cd —cd...abja#cjab#d
muunnosvirhe abc... = (a+z)b+zx)(c+x)...,x#e

Taulukko 3.2: Kaksoisvirheiden tyyppeja A. Eckerin ja G. Pochin mukaan
[18].

hetyyppié ei kisitelld tdssd tyossa.

Tarkistusmerkkijirjestelmien kiyton yhteydessd tapahtuvista kirjoitus-
virheisté ei ole tiettavisti tehty muita kattavia tilastollisia tutkimuksia. F.J.
Damerau [19] mainitsee oikolukujérjestelmis koskevassa artikkelissaan yli
80% heidan havaitsemistaan kirjoitusvirheistid kuuluvan yhteen seuraavis-
ta tyypeista:

1. Yksittaisen merkin lisdys. Esimerkiksi abede — abfcde.
2. Yksittdisen merkin katoaminen. Esimerkiksi abede — abce.

3. Yksittdisen merkin muuttuminen tai vaihtovirhe. Nami ovat samat
kuin Verhoeffilla ja Beckleyll4.

Esiintymistiheyksid ndiden luokkien vélilla ei kuitenkaan eritelty.

Yleensé tarkistejarjestelmét perustuvat aina kiintednpituisten merkkijo-
nojen kayttoon vaikka teoria ei sitd esté, minkd perusteella havaitaan kaikki
vksittaisten merkkien puuttumiset tai lisdykset, ellei nditd ole tapahtunut
tdsmélleen yhtd paljon. Kappaleessa 7.1.6 esiteltdvd IBAN-jérjestelméd on
esimerkki tarkistusmerkkijérjestelmésté, jossa syotemerkkijonon pituus voi
vaihdella.

Kahden yksittiisvirheen tapahtuminen yhtiaikaisesti on my6s mahdol-
lista. Kaikki taulukossa 3.1 esitetyt virhetyypit sekd taulukon 3.2 yleinen
transpositiovirhe ovat erikoistapauksia téstéd virheluokasta ja siten siis sisél-
tyvit tdhén virheluokkaan. Valitettavasti kaavaan 3.3 perustuva jarjestelmi
ei voi havaita mielivaltaisia kahta yksittaisvirhettd. Tata rajoitetta késitel-
l&4n luvussa 8.

Edelld esitettyja virheluokkia voidaan vield yleistdd ainakin muutamilla
tavoilla. N&itéd on esitetty taulukossa 3.3. Yleinen kaksoisvirhe yleistda kak-
soisvirheen ja hyppykaksoisvirheen késitteet sallimalla muuttuvien merkkien
etdisyyden olla mielivaltainen. Transpositio- ja yksittdisvirhe on erikoista-
paus kahdesta yksittdisvirheestd, kun muuttuvat merkit ovat vierekkiisia.
Kaksi transpositiota tarkoittaa kahta toisistaan erillddn tapahtuvaa kahden
vierekkéisen merkin vaihtumista. Se ei sisélld kolmen merkin rotaatiovirheitd
eli virheitd abc <> bca.
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Virheluokka Kuvaus

yleinen kaksoisvirhe a...a =>b...ba#b
transpositio- ja yksittaisvirhe axr — ya,a £ x,x Fy,aFty
kaksi transpositiota ab...cd = ba...dc;a#bjac#d

Taulukko 3.3: Yleistettyja kaksoisvirheité.

3.3 Virheiden tunnistamiseen vaaditut ehdot

Tarkastellaan seuraavaksi millaisia ominaisuuksia tarkistusmerkkijérjestel-
malld on yleisesti oltava, jotta se tunnistaisi edelld esitetyn tyyppisiéd virhei-
td. Tasséd kappaleessa kiytetddn kappaleen 3.1 merkintoja.

Edellisessé kappaleessa mainittiin, ettd kuvausten J; on oltava permu-
taatioita, jotta yksittaisvirheet voitaisiin tunnistaa. Tama voidaan tarkistaa
seuraavasti. Oletetaan, ettd merkkijono ajasz...a...a, muuttuu muotoon
aiaz...b...a,. Jos titd muutosta ei havaita, niin on oltava

01(a1)d2(ag)...ok(a)...0n(an) = 0d1(a1)d2(ag)...0k(d)...on(an)
dr(a) = di(b),

mistd voidaan padtelld, ettd kuvaus dx ei ole bijektio, silld se kuvaa alkiot a
ja b samalle arvolle.

3.3.1 Kaksoisvirhe ja hyppykaksoisvirhe

Viestissd tapahtuu kaksoisvirhe silloin kun muotoa aa oleva kahdennettu
merkki muuttuu merkkipariksi bb, missi a # b. Oletetaan, ettd merkkijono
aias...aa...a, muuttuu muotoon ajas...bb...a,. Tdmi muutos havai-
taan jos ja vain jos

d1(ar)...o0p(a)dks1(a)...on(an)
O (a)ok+1(a)

51(a1) ... 0k(0)0ks1(b) ... 6 (an)

]
#  O0k(b)0k11(b).

Tehdién merkintd = := 0x(a) ja y := 0k(b), jolloin a = 5, (z) ja b =

5,;1(y), silld kuvaukset d; valittiin olevan ryhmén G permutaatioita. Talléin
edelldoleva ehto saa muodon

2011 (671 () # Y61 (65, ().

Merkitaédn vield 0(-) := 0p11 (5,;1(-)), jolloin vaadittu ehto kaikkien kaksois-
virheiden tunnistamiseen on seuraava:

x0(x) # yO(y) kaikilla z,y € G, joilla x # y.

Muotoillaan témé kriteeri permutaation 6 ominaisuutena seuraavasti.
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Mairitelmi 3.2. Ryhmdn G permutaatiota 0 sanotaan tdydelliseksi ku-
vaukseksi, jos kaikilla x,y € G yhtdlosti x0(x) = y0(y) seuraa, ettd x = y.
Yhtapitavasti, kuvaus 6 on taydellinen, jos kuvaus n(x) := z0(x) on bijektio
ryhmdssi G.

Luvussa 4 keskitytdan kisittelem&an tarkemmin tdydellisid kuvauksia.

Hyppykaksoisvirhe. Tamé&n virheen havainnointi johtaa hyvin saman-
laiseen tilanteen kuin edelld. Hyppykaksoisvirheessa merkkijono aca muuttuu
muotoon beh. Etenemalld samanlaisella menettelylld kuin edelld, ndhdisn et-
td tallainen virhe tunnistetaan tadsmaélleen silloin, kun

Vx,y,2 € G xzd®(x) # yz62(y).

3.3.2 Vaihtovirhe ja hyppyvaihtovirhe

Transpositio- tai vaihtovirheelld tarkoitetaan muunnosta aijas...ab...a, —
ai1az...ba...ay,. Jotta tdméa virhe havaittaisiin, niin yhtélén 3.2 mukaan

(51(&1) . ( )5k:+l (b (an) 7& 51 (al) Ce 5k(b)(5k¢+1 (a) e 5n(an)
5k(a)5k+1(b) #  0x(0)dk+1(a).

Korvataan ylld x := dx(a) ja y := 5k(b) Kuvaukset 0; valittiin aina permu-
taatioiksi, joten a = 6, ' (z) ja b = 0, ' (y). Saadaan yhtils

20u41 (0, (W) # yOki1 (6 (2)).

Merkitéén vield ¢(-) := 0x4+10; ' (+), jolloin transpositiovirheiden tunnistami-
seen vaadittu ehto saa muodon

6(y) # yé(a) kaikilla z £y, (3.5)
mikd tunnetaan yleisesti seuraavalla nimella.

Maiiritelma 3.3. Ryhmdin G permutaatiota ¢ sanotaan antisymmetrisekss
kuvaukseksi, jos kaikilla x,y € G yhtalostd xp(y) = yo(x) seuraa, ettd x = y.
Toisin sanottuna, jos © # y, nin xo(y) # yo(z).

TAmi ominaisuus perustelee aiempaa valintaa asettaa &; = %, silld til-
16in ¢(-) = dg+10; '(-) = 6F+167F(-) = 4(-). Siten parin (G, ) muodostama
tarkistusmerkkijirjestelmé tunnistaa kaikki vaihtovirheet tdsmélleen silloin
kun permutaatio § on antisymmetrinen kuvaus. Koska vaihtovirheet muo-
dostavat toiseksi yleisimmén virheluokan, on antisymmetrisilld kuvauksilla,
erittiin tarked rooli tarkistusmerkkijirjestelmié kehitettfessd. Antisymmet-
risten kuvausten olemassaoloa kisitelladn luvussa 5.

Jos ryhma G on kommutatuvmen niin yhtélo 3.5 on yhtdpitédvd muodon
a:(d)( )) ;éy(gb( )) kanssa, mistd voidaan paitelld, ettd Abelin ryhmés-
sd kuvaus ¢ havaitsee kaikki vaihtovirheet jos ja vain jos kuvaus inv o ¢,
missd inv(r) := 27!, on tdydellinen kuvaus.



LUKU 3. TARKISTEYHTALO 17

Hyppyvaihtovirhe eroaa vaihtovirheesté siten, ettid kahden paikkaa vaih-
taneen merkin vilissd on yksi paikallaan oleva merkki. Menettelemélla sa-
moin kuin edelld, ndhdaan ettd hyppyvaihtovirhe havaitaan tdsmalleen silloin
kun

0k (a)0k+1(¢)0k+2(b) # 0k (b)0k+1(c)dk12(a),

jolloin merkitsemalld z := 0g(a),y := dk(b) ja z := dxy1(c), saadaan tatd
ehtoa hieman sievennettyd muotoon

x20k42 (5,;1(1;)) # Y2012 (5,;1(:10))

Téastd on vaikea sanoa enempéi tietdméttd mitddn permutaatioista §;. Jos
tarkistusmerkkijarjestelmd on muodostettu kiyttaen vain yhtd permutaatio-
ta d, niin paddytadn ehtoon

126%(y) # y26%(x) kaikilla z,y, z € G, joilla  # y. (3.6)

Yhteenvetona voidaan todeta seuraavaa. Ryhmén G tarkistusmerkkijér-
jestelmé (G(X,-), ) tunnistaa kaikki yksittédisvirheet seké kohdissa 3.3.1 ja
3.3.2 esitetut virheet jos ja vain jos:

1. Permutaatio § on seké antisymmetrinen etté tdydellinen kuvaus.
2. Vx,y € G:x20%(y) # yz62(z).
3. Va,y€G:xz6%(x) # yz20%(y).

Jos ryhmé G on Abelin ryhmé, niin lausekkeissa esiintyvé kerroin z voi-
daan pudottaa pois, jolloin edelld olevat ehdot saavat yksinkertaisemman
muodon:

1. Permutaatio § on seké antisymmetrinen ettd tdydellinen kuvaus.
2. Permutaatio 62 on sekd antisymmetrinen etts tiydellinen kuvaus.

Foneettiset virheet. Jos ryhmén alkiot samaistetaan lukujen 0 — 9
kanssa, niin useissa kielissd, kuten englannissa ja saksassa, lukujen 12 — 19
ddneen lausuminen muistuttaa ldheisesti lukujen 20, 30,...,90 ddnneasua.
Joillekin ihmisille luonteva tapa on luetella lukuja pareissa, jolloin sanelun
perusteella nédppéiltiessi saattaa syntyéd foneettinen virhe la <> a0. Olkoon
go~ 0,91 ~1,...,99 ~ 9. Tarkistusmerkkijirjestelma havaitsee foneettisen
virheen jos ja vain jos kaikilla k € {1,...,n—1} jakaikillai € {g2,93,...,99}
on voimassa ehto

6k(9i)'6k+1(90) - 5k(91)'5k+1(91‘)-
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Téamé ehto on edellisiin verrattuna hankalampi, silld nyt virheentunnistus
riippuu myo6s kokonaisluvusta k eli positiosta syotemerkkijonossa, jossa vir-
he tapahtuu. Kuitenkin, jos permutaatio § on automorfismi (ja siten siis
isomorfismi), niin tata ehtoa voidaan kisitelld seuraavasti

5%(gi) - 6" (6(90)) # "(g1) 6% (0(90)) &
5k(9z‘5(90) # 5k(915(gi)) s
gi6(g0) # ¢16(g:) Vi€ {2,3,...,9}.

— —

Jos G on abeliaaninen, niin tdmé ehto saa seuraavan muodon:

9i0(g0) # 919(g9:) &
9i(8(9)) ™" # g1(8(g0)) "

Téamaé ehto pétee kahdeksalla eri indeksin ¢ arvolla, joten yhtdlon vasen puoli
kéy l&pi korkeintaan kahdeksan eri ryhmén G alkiota. Valittaessa numeroiden
0,...,9 edustajia ryhmissi G, yhtdlon oikean puolen alkiot gg ja g1 voidaan
valita 10-9 > 8 eri tavalla. Siispd foneettisilta virheiltd voidaan aina suojau-
tua, kunhan vain saneltavan merkkijonon luvut 0, ...,9 koodataan alkioiksi
go, - - -, go siten, ettd yllioleva ehto tayttyy. Niin ollen foneettisia virheitd
voidaan kisitelld 1dhinnd esitystapaongelmana. Toisaalta, ei ole selvdi, onko
tdllainen menettely aina jarkevad. Esimerkiksi ryhméssa Zig laskettaessa on
luonnollisinta, valita saneltavan numeron i edustajaksi alkio i € Z1o ja miki
tahansa muu vaihtoehtoinen koodaus lisdd kiytettdavin jarjestelmén moni-
mutkaisuutta.



Luku 4

Taydelliset kuvaukset

FEdellisen luvun tarkastelut motivoivat antisymmetristen ja taydellisten ku-
vausten etsimiseen. Vain pieni osa ryhmien kaikista permutaatioista taytta-
vat ndméa vaatimukset ja joillakin ryhmilla ei ole olemassa yhtakdan taydel-
listd kuvausta. Téassd kappaleessa esitelladn tédydellisia kuvauksia koskevia,
olemassaolotuloksia, joita voidaan soveltaa myShemmin konstruoitaessa eri-
laisia tarkistusmerkkijirjestelmia.

Tietyistd ryhmisté 16ydetadn taydellisia kuvauksia helposti.

Lemma 4.1. Jos G on Abelin ryhmd ja n € Z4 sellainen luku, etti n L |G|
jan+1 L |G|, niin permutaatio p(x) = =™ on taydellinen kuvaus.

Todistus. Néytetain, etta lauseke z¢(x) on bijektiivinen. Jos = ja y ovat
sellaisia ryhmén G alkioita, joille z¢(z) = yé(y), niin

zp(z) = yoly) &
gl =yt

(xy )" = e,

misti seuraa, ettd luku n + 1 on jaollinen luvulla |zy~!|. Lagrangen lauseen
nojalla ryhmin G kertaluku |G| on my6s jaollinen luvulla |zy~!|, mutta koska
n+1 L |G|, niin |zy~!| = 1, eli = y. Siten permutaatio ¢ on tiydellinen
kuvaus.

O

Edelld ndhtiin, ettd transpositiovirheiden havaitseminen vaatii antisym-
metrisen kuvauksen. Abelin ryhmissd tiydellisten kuvausten ja antisymmet-
risten kuvausten olemassaolon yhdistda seuraava lemma, jonka esittivat J.
A. Gallian ja M. D. Mullin [20].

Lemma 4.2. Abelin ryhmdllid on olemassa antisymmetrinen kuvaus jos ja
vain jos silld on olemassa taydellinen kuvaus.

19
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Todistus. Abelin ryhméssé identiteetti ¢(z)y = ¢(y)x on yhtépitava muodon
(p(z)) @ = ((b(y))*ly kanssa. Merkit#in ¢ := (-)71 o ¢, jolloin edellioleva
ehto voidaan kirjoittaa muodossa ¢ (z)r = 9(y)y. Télloin ndhddédn, ettd
kuvaus ¢ on antisymmetrinen tdsmélleen silloin, kun kuvaus ¥ on tidydellinen
kuvaus.

Jos ryhmaélld ei ole olemassa yhtdan taydellistd kuvausta 1, niin silla
el vol siis my6skddn olla olemassa yhtddn antisymmetristd kuvausta ¢ ja
painvastoin. ]

Huomaa, etté lauseessa kisitellyt antisymmetrinen ja tdydellinen kuvaus
voivat olla eri kuvauksia. Vaikka kuvaus voi olla samalla sekd antisymmetri-
nen ettd myos tdydellinen, niin niin ei vilttamétts tarvitse olla.

4.1 Olemassaolokriteeri Abelin ryhmissa

Téssd kappaleessa esitellddn karakterisaatio tdydellisten kuvausten olemas-
saololle Abelin ryhmissid. Seuraavaksi esiteltévit tulokset ovat perdisin L.J.
Paigen artikkelista A Note on Finite Abelian Groups [21].

Olkoon G kertalukua mn oleva Abelin ryhmé. Jos 6 on jokin ryhmén G
permutaatio, niin tarkastellaan téstd johdettua kuvausta n(z) := z0(x). Mi-
tataan kuvauksen 7 bijektiivisyytta funktiolla O(n) := {n(x) : x € G}|. Téal-
16in jos O(n) = |G|, niin kuvaus 7 on bijektio ja sitd vastaava permutaatio 6
on taydellinen kuvaus. Jatkossa seuraava kisite osoittautuu hyodylliseksi.

Maiéaritelma 4.3. Olkoon G ryhmd, jossa on n alkiota ja olkoon 6 tdmdn
ryhmdn permutaatio, jolle O(n) > n — 1. Talléin sanotaan, ettd kuvaus 6 on
melkein tdydellinen kuvaus.

Merkitdén symbolilla p(G) ryhmén G kaikkien alkioiden tuloa. Té#std
tulosta voidaan sanoa seuraavaa.

Lemma 4.4. Tulo p(G) = e silloin, kun ryhmdssi G ei ole olemassa yhtddin
kertalukua kaksi olevaa alkiota, tai jos niitd on olemassa enemmdan kuin yk-
si. Muulloin tulo p(G) saa arvokseen tamdn yksikdsitteisen kertalukua kaksi
olevan alkion.

Todistus. Olkoon H C G joukko, joka koostuu identiteetisté ja kaikista ryh-
min G kertalukua kaksi olevista alkioista. Téalléin joukko H on ryhmi, silld
(ab)? = a?V? = e € H aina, kun a,b € H.

Lasketaan seuraavaksi tulon p(G) arvo. Olkoon a mielivaltainen joukon
G\ H alkio. Talloin a # a1, joten seki a ettd a~! esiintyvit erikseen tulossa
p(G). Siten koska aa~! = e, niin p(G) = p(H).

Jos jokin alkuluku p > 2 jakaisi ryhmén H kertaluvun, niin H sisaltiisi
ei-triviaalin Sylowin p-aliryhmén eli ainakin yhden alkion, jonka kertaluku
on alkuluvun p monikerta. TAm4 ei ole mahdollista, joten |H| = 2",n > 0.
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Jos n = 0, niin ryhmi H on triviaali ja p(G) = e. Jos taas H = {e, h},
niin p(G) = h. Oletetaan siis, ettd |H| = 2% jollakin k > 2. T#llsin ryhmén H
generoivat tésmélleen £ alkiota hy, ..., hy ja hh; # e kaikilla i # j. Jokainen
alkio h € H voidaan esittdd muodossa h = hi'h3? ... hy*, missd n; € {0,1}.
Siten p(H) = []h*hy* ... hi*, missé monikko (ny,...,ny) kéy lapi kaikki
kombinaatiot joukosta {0,1}*. Niistd tdsmilleen puolessa jokainen n; saa
arvon 1, jolloin

ok—1

p(H) =[] pn52 . it = (b hi)* =e,
silli k > 2. O

Seuraava tulos nayttdd, ettd ehto p(G) = e on valttamaton sille, ettd
ryhmalld on olemassa tdydellinen kuvaus.

Lemma 4.5. Oletetaan, ettd Abelin ryhmdallé G on olemassa taydellinen
kuvaus 0. Tdlloin p(G) = e.

Todistus. Koska kuvaus 6 on tidydellinen kuvaus, niin lauseke z6(z) on bijek-
tio. T&ll6in se kiy 1dpi kaikki ryhmén G alkiot, kun x kiy 14pi kaikki ryhmén
G alkiot. Kertomalla ndmé kaikki keskenddn saadaan

p(@) =[] 26(2) = [] « ][] 6(=) = p(G)*,

zeG rzeG zeG

mistd seuraa, ettd p(G) = e.
O

Siten jos p(G) # e, niin ryhmailld G ei ole olemassa téydellistd kuvausta,
eli O(n) < |G| kaikilla ryhmén G kuvauksilla 6.

Téméan kappaleen lopussa todistetaan, ettd ehto p(G) = e on myoskin
riittdva ehto tdydellisen kuvauksen olemassaololle.

Seuraava aputulos osoittautuu hyddylliseksi myds kehitettiessd kdytan-
nollistd algoritmia téydellisten kuvausten konstruointiin. Tdma ehkd hieman
tekninen lemma kertoo, ettd kaikissa Abelin ryhmissi on olemassa melkein
taydellisia kuvauksia.

Lemma 4.6. Olkoon G Abelin ryhmd. Jos 6 on témdn ryhmdan permutaatio,
jolle O(n) < n—2, niin on olemassa ryhmdn G permutaatio 0', jolle O(n') >

O(n).

Todistus. Olkoon @ sellainen kuvaus, jolle O(n) < n—2. Olkoot z1,...,z, ne
ryhmén G alkiot, joilla  saavuttaa erilliset arvonsa. Merkitddn jiljellejddvia
ryhmén G alkioita symboleilla x,41,. .., Ty.

Jos joillakin indekseilld h,k > r on voimassa zp0(zr) # x;0(x;)V i <
r, niin muodostetaan uusi kuvaus €', jolle ' (xp) = 0(xy), 0'(zx) = 6(xp)
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ja 0'(x;) = 6(x;) kaikilla muilla indeksin ¢ arvoilla. Tdméa uusi kuvaus on
permutaatio, jolle piatee O(n') > O(n).

Muulloin jokaista h,k > r kohti on olemassa jokin i < r, jolle z,0(xy) =
x;0(x;). Voidaan olettaa, ettd z,410(zr41) = x10(x1). Jos

210(xry2) # xi0(x;) Vi <,
niin muodostetaan uusi permutaatio ' valitsemalla
0 (1) = 0(xr12), 0 (zr12) = 0(x1) ja 0'(2;) = O(x;) muulloin.

Tille permutaatiolle péatee myds O(n') > O(n).

On siis oletettava, ettd z10(x,12) = x;0(z;) jollakin indeksin ¢ < r arvol-
la, mutta indeksi 1 ei ole mahdollinen, koska muulloin olisi #(z,12) = 0(x1)
eli 0 ei olisi edes permutaatio. Voidaan olettaa, etté ristiriita tapahtuu arvol-
la ¢ = 2. Télloin siis 10(zr42) = x20(x2). Jos nyt x26(x1) # x0(x;)V i <,
niin tehddén valinta ¢'(x1) = 0(x,42),0 (x2) = 0(x1),0 (x,42) = 0(z2) ja
0'(x;) = 0(z;) kaikilla muilla indeksin ¢ arvoilla, jolloin kuvaukselle §' pa-
tee jalleen O(n') > O(n). Siis pitdd olettaa, ettd x20(x1) = z;0(x;) jollakin
1< r.

Ei ole mahdollista, ettd x20(z1) = x10(x1), tai ettd z20(x1) = z20(x2),
joten konfliktin on tapahduttava arvolla 3 < ¢ < r. Voidaan olettaa, ettd
se tapahtuu arvolla ¢ = 3. Talloin x960(x1) = x36(x3). Samoin kuten edella,
jos x30(xe) # x;0(x;)V i < r, niin muodostetaan uusi permutaatio 6" valit-
semalla 0'(z1) = 0(zr42),0 (x2) = 0(x1),0 (x3) = 0(x2),0 (zr42) = 6(x3)
ja 0'(x;) = 0(x;) kaikilla muilla indeksin ¢ arvoilla. Siis on oletettava jél-
leen, ettd x30(x2) = x;0(x;) jollakin ¢ < r. Tapaukset x30(x2) = x360(x3)
tal x30(ze) = wof(x2) eivit ole mahdollisia. Lisdksi, x36(z2) = z10(x1)
ei ole myoskdin mahdollinen, silld télloin n(zq1)0(x3) = x30(x2)0(x3) =
n(x3)0(w2) = x20(21)0(x2) = 0(21)n(22) = 210(2r42)0(21) = O(zr42)n(21),
josta saataisiin 0(x3) = 6(r,+2), miki on mahdotonta. Siten x36(xe) =
x;0(x;) jollakin 4 < i < r ja voidaan olettaa, ettd se tapahtuu arvolla i = 4.

Niin jatketaan askel kerrallaan ja saavutaan tilanteeseen, jossa seuraavat
yvhtélot ovat voimassa johonkin indeksiin k£ < r — 2 saakka:

210(xr12) = n(x2), xip10(xi) = n(wize),i =1,..., k.

Silld jos jossain vaiheessa x;410(x;) # n(x;) V j < r, niin valitaan uusi
permutaatio menetellen kuten yllé, kunnes tadmé ei endé toistu.

Naytetddn, ettd tdmé prosessi loppuu vaistdmatta jollakin askeleella. Y-
laolevista yhtéldista voidaan laskea seuraavat identiteetit:

n(@1)0(xry2) = 210(21)0(2r42)
=n(x2)0(z1) = x20(x2)0(21)
=n(x3)0(z2) = ...,
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josta voidaan tehd& seuraava johtopéaatos:
n(z1)0(xry2) = n(wip1)0(x;), i =1,2,...,k+ 1.

Nyt askeleella k todetaan jalleen, ettd xpi16(xg) # n(x;) milldan i < k41,
silld jos xg416(zk) = n(z;) jollakin ¢ < k + 1, niin t4ll6in saadaan

N(xi)0(Trr2) = Thr20(Tp41)0(TRs2) = N(@h12)0(Th11) = 0(2:)0(Ti-1).

Tamé tarkoittaisi, ettd 6(zri2) = 0(x;—1), miki on ristiriita, silld 6 on per-
mutaationa bijektiivinen. Siten jokaisella askeleella laskettavalle uudelle tu-
lolle pétee zj110(x) = n(z;) jollakin k+2 < i < r, joten jokaisella askeleella
uusi tuotettu arvo x;+10(x;) eroaa kaikista edelld tuotetuista.

Viimeiselld mahdollisella askeleella lasketaan tulo z,6(z,—1), joka on eri-
suuri alkioiden z,10(x,41) = x10(x1), x10(2r42), x20(21), x30(22), ...,
Tr—10(zy—2) kanssa. N&itd on tésmalleen r kappaletta, joten valitsemalla
9’(1’1) = 9($T+2), 0/(1)2) = 9(:13‘1), 9/($3) = 9(:1,‘2), ceey 9’(3:,_1) = 9($T,2),
0 (x,) = 0(xr—1), 0'(xr+2 = 6(x,) saadaan kuvaus ¢, jolle O(n') > O(n).

]

Aloittamalla mielivaltaisesta permutaatiosta voidaan lemmaa 4.6 sovel-
taa toistuvasti, jolloin viimein paddytddn melkein tdydelliseen kuvaukseen.
Lopullinen tulos saavutetaan todistamalla, ettd Abelin ryhmissé, joissa ehto
p(G) = e on voimassa, melkein téydelliset kuvaukset ovatkin aina itse asiassa
taydellisia kuvauksia.

Lemma 4.7. Olkoon G Abelin ryhmd, jossa p(G) = e. Jos 0 on tamdn
ryhmdn permutaatio, jolle O(n) > n — 1, niin itse asiassa O(n) = n eli
kuvaus 0 on tdydellinen kuvaus.

Seuraus 4.8. Jos Abelin ryhmdssi G on voimassa ehto p(G) = e, niin tdssi
ryhmdassd on olemassa taydellinen kuvaus..

Todistus. Lemman oletusten nojalla kuvaus 7 saa n — 1 erillistd arvoa, joten
olkoot x1,...,2p—1 ne ryhmin G alkiot, joilla kuvaus n saa ndmai erilliset
arvonsa. Olkoon alkio z se ryhmén G alkio, joka j&i saavuttamatta, eli z =
G\ {n(z1),...,n(zpn-1)}. Muokataan identiteettia

n—1 n—1
[Tzb@)) = T n(=:)
=1 =1

lisddmalla puolittain vasemman puolen tulosta puuttuva viimeinen alkio
Tn0(xyn) = n(x,) sekd oikean puolen tulosta puuttuva alkio z, jolloin saa-
daan
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mutta koska p(G) = e, niin ndhdéén, ettd n(x,) = z, eli O(n) = n ja kuvaus
0 on tédydellinen kuvaus.
Seuraus 4.8 saadaan yhdistdmalla lemmat 4.6 ja 4.7. O

Lemma 4.5 ja edellinen seurauslause 4.8 méérittelevit tdsmaéllisesti Abe-
lin ryhmien tapauksen. Muistaen my6s lemman 4.2, ehto p(G) = e voidaan
muotoilla Sylowin kisitteiden muodossa seuraavasti.

Lause 4.9. Abelin ryhmalld on olemassa tdydellinen kuvaus ja siten myods
antisymmetrinen kuvaus jos ja vain jos sen Sylowin 2-aliryhmd on triviaal
tai ei-syklinen.

Todistus. Lemman 4.4 mukaan ryhmiélle G on voimassa p(G) = e tasmaélleen
silloin, kun sen Sylowin 2-aliryhmé on triviaali tai ei-syklinen. Viite seuraa
tuloksista 4.5 ja 4.8. d

Sovellusten kannalta tdmé&n tuloksen perusteella voidaan heti sulkea pois
tarkasteluista tietyt Abelin ryhmét, silld niissé ei voida konstruoida tehokas-
ta tarkistusmerkkijarjestelmid. Esimerkiksi seuraavanlaiset ryhmaét eivit ole
kelvollisia.

Seuraus 4.10. Sykliseen ryhmdin Cay, pohjautuva tarkistusmerkkijirjestel-
md, jossa tarkistusmerkki lasketaan kayttaen yhtdlod 3.3, et voi havaita kaik-
kia transpositiovirheita.

Todistus. Ryhmén Cy, Sylowin 2-aliryhm on syklinen ja ei-triviaali, joten
lauseen 4.9 mukaan se ei sisdlld yhtaan tdydellistd ja siten my6s antisym-
metristd kuvausta. Antisymmetrisen kuvauksen olemassaolo on valttamé-
tontd transpositiovirheiden havaitsemiseksi, joten ryhméain Cy, pohjautuva
tarkistusmerkkijarjestelmé ei voi havaita kaikkia transpositiovirheita. O

Edellinen havainto osoittaa myos tapauksen Zig. Aina voidaan kuitenkin
konstruoida melkein tdydellinen kuvaus, joka havainnoi kaikki vaihtovirheet
yhtd merkkiparia lukuunottamatta. Mainittakoon, ettd vaihtoehtoisesti on
mahdollista rakentaa téssd ryhméssd kuvaus, joka havaitsee kaikki vaihto-
virheet, mutta tilloin se ei kykene tunnistamaan kaikkia yksittaisvirheité,
silld tdméa kuvaus ei ole bijektio. Esimerkki téllaisesta konstruktiosta 16ytyy
A. Eckerin ja G. Pochin artikkelista [18, p.294].

Ryhmén Zjg soveltaminen olisi erittdin kdytanndllista, koska numeroiden
0 — 9 upottaminen tdhadn ryhméin on luonnollista. MyShemmin tullaan ka-
sittelemddn kahta eri ldhestymistapaa ohittaa ryhmén Z;¢ ongelmat. Yksi
tapa on siirtyd kiyttdméin isompaa kertalukua olevaa ryhmaié, kuten ISBN-
10 -jarjestelmén tapauksessa tehddén. Toinen vaihtoehto on soveltaa kertalu-
kua kymmenen olevaa dihedraalista ryhm&d Ds, joka on ei-kommutatiivinen
ryhmé. Tamén ryhmén tapausta kisitelldidn seuraavassa kappaleessa.
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4.2 Ei-kommutatiiviset ryhmat

FEdellisen kappaleen pohjalta tiedetdén tdsmaélleen milloin abeliaaninen ryh-
mi sisdltda tdydellisen kuvauksen. Tilanne on selvésti vaikeampi ei-kommu-
tatiivisten ryhmien osalta, mikéd on tuottanut viimeisten kymmenien vuosien
aikana useita julkaisuja, joissa tdydellisten kuvausten olemassaoloa tarkastel-
laan tapauskohtaisesti ryhmé kerrallaan. Tata aihetta késitelladn laajemmin
kappaleessa 4.4.

Yleisestd tapauksesta tunnetaan seuraavat kaksi aritmeettista tulosta.
Ensimmaiseen néistd antavat todistuksen A. Ecker ja G. Poch [18].

Lemma 4.11. Jos G on paritonta kertalukua oleva ryhmd, niin kuvaus
0(z) = x on taydellinen kuvaus.

Todistus. Ryhmén G kertaluku on muotoa |G| = 2n+1 jollain n > 0. Kuvaus
6 on tiydellinen silloin, kun kuvaus 7(z) = z6(x) = 2 on bijektio ryhmiissi
G. Jos z ja y ovat ryhmiin G alkioita, joille 20(x) = yf(y) eli 2 = y?, niin
talloin

T = w2n+2 — (:L,Q)n-i-l — (y2)n+1 — y2n+2 =y,

joten kuvaus n on bijektio ja 6 tadydellinen kuvaus ryhmésséd G. O
Myohempaéd lausetta varten osoitetaan ensin seuraava aputulos.

Lemma 4.12. Olkoon G kertalukua 2m oleva ryhmd, missé m € Z4 on
pariton kokonaisluku. Talloin on olemassa kertalukua m oleva normaali ali-
ryhmd N < G.

Todistus. Jos ryhmin G kertaluku on muotoa 2m, missd m on pariton po-
sitiivinen kokonaisluku, niin ryhméin G Sylowin 2-aliryhmi S on muotoa
S = {e, t}, missi alkio ¢ on kertalukua kaksi. T#ll6in saadaan ryhmén G per-
mutaatioesitys kuvaamalla alkio g € G alkioksi o4 € Say,, missd o4(z) = gz,
kun z € G.

Nyt funktio f : g — o4 on homomorfismi [5, lause 3.4]. Tédmén homo-
morfismin ydin on triviaali, silld vain e — id, joten G = f(G). Permutaatio
ot kuvaa alkion x € G alkiolle tx ja koska txr # a« V x € G, niin kuvaus
ot siirtdd jokaista ryhmén G alkiota, joita on 2m kappaletta. Lisdksi kos-
ka o?(z) = oy(txr) = t’x = x, niin permutaatio o; koostuu m kappaleesta
erillisid transpooseja, joten se on pariton permutaatio.

Ryhmén G alkiot voidaan esittdd osituksena

G ={g1,tg1} U{g2,tg2} U ... U{gm,tgm},

missd ndmé joukot ovat pareittain erillisid. Koska permutaatio o, on pariton
permutaatio, niin tdsmaélleen toinen alkioista f(g;) = oy, ja f(tg:) = o1, o1
pariton permutaatio. Talloin ndhdaan, ettd ryhmé f(G) sisdltdd tasmailleen
m kappaletta parittomia sekd parillisia permutaatioita, joten H := f(G) N
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Ao, muodostaa kertalukua m olevan aliryhmén ryhméssd So,,. Kuvaus f
on isomorfismi G — Sa,, joten joukko N := f~!(H) muodostaa ryhmin G
aliryvhmén. Koska |N| = m, niin [G : N] = 2, joten N < G. O

Seuraava tirked tulos on H.B. Mannin merkittdvisti latinalaisia nelidita
kasittelevistd artikkelista [22]. Itse asiassa tdmé oli ensimméinen artikkeli,
joka madaritteli taydellisen kuvauksen.

Lause 4.13. Ryhmdlld, jonka kertaluku on 4k + 2,k € Z, ei ole olemassa
taydellistd kuvausta.

Todistus. Olkoon G ryhmi, jolle |G| = 4k+2 = 2(2k+1) = 2m, missd m on
jokin pariton kokonaisluku. Télloin edellisen lemman 4.12 nojalla ryhmallé
G on olemassa kertalukua m oleva normaali aliryhmi H. Merkitddn tadmén
aliryhmén ainoaa sivuluokkaa symbolilla H'. Nyt HNH' =0 ja G = HUH'.
Témén sivuluokan generoi jokin kertalukua kaksi oleva alkio g € G \ H,
eli H = {h1,...,hp} ja H = {ghi,...,ghn}, missi |g| = 2. Todistetaan
lause ristiriidan kautta eli oletetaan, ettd ryhmélla G on olemassa téydellinen
kuvaus 6 ja ndytetddn, ettd timé on mahdotonta.

Jos a,b € H', niin a = gh;,b = gh; joillakin h;, h; € H. Talléin ab =
ghighj = g*hih; = hih; € H, missi h} on jokin aliryhmén H alkio. Siten
tarkastellessa tuloa z6(z) ryhmén G alkiot jakautuvat neljaén ryhméén:

1. a kappaletta alkioita x € H, joille §(z) € H. Télléin z6(z) €

2. b kappaletta alkioita = € H, joille 8(x) € H'. Télloin 26(x) € H'.

3. ¢ kappaletta alkioita x € H', joille f(z) € H. Talloin 26(z) € H'.
)

4. Loput alkiot, joille z € H' ja 6(x) € H'. Télloin z6(x) € H, kuten
edelld laskettiin.

Koska |H| = m, niin a+b = m ja a+c = m. Samoin koska |H'| = m, niin
b+ c = m. Siispd a = b ja m = 2a, miki on ristiriita, silld luku m oli pariton!
Siten kertalukua 4k + 2 olevista ryhmisté ei 16ydy taydellistd kuvausta. [

Seuraavan tuloksen osoitti P.T. Bateman vuonna 1950 [23] ja se mai-
nittakoon téydellisyyden vuoksi, vaikka silld tuskin on sovellusta tarkistus-
merkkijarjestelmien yhteydessa.

Lause 4.14. Kaikilla darettomalld ryhmilld on olemassa taydellisid kuvauk-
sia.

O

Niiden tulosten perusteella kaikilla paritonta kertalukua olevilla ryhmilla

on olemassa taydellisid kuvauksia, mutta kertalukua 4k + 2 olevilla ryhmilla

niitd ei ole olemassa, mikd siis jattdd vain kertalukua 4k olevien ryhmien
tapauksen en#d kisittelematta.
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Kertaluvultaan muotoa 2" olevista ryhmistd tunnetaan seuraava tulos.
Téamaéan lauseen todistus pohjautuu hieman tyolddseen ryhmén rakenteen ta-
pauskohtaiseen tarkasteluun, joten se sivuutetaan téssa.

Lause 4.15. Jokaisella ei-sykliselld 2-ryhmdlld on olemassa tiydellinen ku-
VAUS.

Todistus. Todistus 16ytyy kohdasta Theorem 4 artikkelista M. Hall, L. J.
Paige. Complete Mappings of Finite Groups. Pacific Journal of Mathematics,
vol. 5 no. 4, pp. 541-549, 1955. [24]. O

Pelkéstadn ryhmén kertaluvun perusteella on vaikea sanoa enempéé. Seu-
raavassa kappaleessa késitellddn erilaista lahestymistapaa ja ndytetddn, mi-
ten sitd sovelletaan permutaatioryhmien tapauksessa.

4.3 Laajennuslause ja sen seuraukset

Seuraava tulos on keskeinen, silli se antaa mahdollisuuden rakentaa téydel-
linen kuvaus ryhmaille, jonka aliryhmélld sellainen tiedetddn jo olevan, olet-
taen ettd tdmén aliryhmén sivuluokkien edustajat tdyttévat tietyt ehdot.
Témén kappaleen tulokset ovat osoittaneet M. Hall ja L. J. Paige [24].

Lause 4.16. Tdydellisten kuvausten laajennuslause. Olkoon G ryhmd,
H sen aliryhmd ja joukko U = {uy,ug,...,u,} alkoita, joille on voimassa
G=wH+uH+...+u,H = Hui+Hus+...+Huy, missi u; HNu; H = ()
ja Hu; N Hu; = 0 kaikilla i # j. Tdlloin jos aliryhmalld H on olemassa
taydellinen kuvaus, ja jos on olemassa permutaatiot o ja 7, jotka toteuttavat
ehdon

uo(u)H =7(u)H ¥V u e U,

nitn talloin myds ryhmdllé G on olemassa tdydellinen kuvaus.

Todistus. Joukkoja u; H sanotaan aliryhmén H vasemmanpuoleiseksi sivu-
luokiksi ja vastaavasti joukot Hu; ovat aliryhmén H oikeanpuoleisia sivu-
luokkia. Alkioita u; sanotaan néiden sivuluokkien edustajiksi ja lauseen ehto
vaatii, ettd samat alkiot kiyvit aliryvhmén H sekd vasemmanpuoleisten et-
td oikeanpuoleisten sivuluokkien edustajina. Huomaa, ettd ndmé ositukset
voivat olla tdysin erilaisia eikd yhtdlé w;H = Hu; ole vélttaméattd voimassa
millddn indekseilld 7 ja j.

Jokainen ryhmén G alkio voidaan yksikésitteisesti esittdd muodossa g =
uh = h'v/, missd u,u’ € U ja h,h' € H. Toisin sanottuna, jos ui,us € U ja
hl,hg S H, niin

Up = U9

U1h1 = U2h2 tal h1u1 = h2u2 = { hy = hy

(YK)
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Olkoon g € G alkio, jolla on esitys muodossa g = uh = h/u/, missa u, v’ €
U ja h,h € H. Miiritellaan talloin seuraavat kuvaukset ¢ : U x H — U
sekd H : U x H — H seuraavasti:

U(u,h) =" ja H(u,h)=H.

Kuvauksilla U/ ja H voidaan siirtya alkion esityksestd vasemman sivuluo-
kan suhteen sen esitykseen oikeanpuoleisen sivuluokan edustajan avulla. Jo-
kaiselle ryhmén G alkiolle g on siis olemassa yksikdsitteinen esitys muodossa
g = uh = H(u, h)U(u, h).

Jos kuvauksesta ‘H kiinnitetddn ensimméinen argumentti, saadaan unaa-
rinen funktio, jolle kiytetddn merkintdtapaa H,. Soveltamalla tdssi alkioon
u permutaatiota o, saadaan funktio Hy(,) : H — H. Todistetaan, ettd taméa
funktio on joukon H bijektio.

Jos joillakin v € U ja hy,he € H olisi voimassa Ho(y)(h1) = Ho(u)(h2)
eli

H(o(u), h1) = H(o(u), hs),

niin alkioille o(u)hy =: hju} ja o(u)hy =: hhub, missd b, bl € H ja u),ub €
U, se tarkoittaisi, ettd h} = hj, jolloin

{ o(u)hy = hiju} N { hy o (u) .

/
u
171 /=1 _ 713 —1
bl = uihy " =ughy -,
29

o(u)hy = hijul W o (u)

josta ehdon (YK) nojalla h1_1 = h2_1 eli h1 = hy. Huomaa, etti tissi kohden
on térkedd, ettd u},ul € U, koska muuten ehtoa (YK) ei voitaisi soveltaa.
Siten ryhmén G alkiot voidaan esittdd yksikésitteisesti myds muodossa
g = uH,()(h), missi h € H jau e U.
Olkoon nyt kuvaus 6 oletuksen nojalla olemassaoleva aliryhmén H téy-
dellinen kuvaus. Méaritelladn edellisid merkintdji kiyttden ryhméssd G ku-
vaus ¢ seuraavasti:

§(uH @y (h)) == U (o (u), h)0(h).

Tama kuvaus tulee olemaan haettu ryhmén G tiydellinen kuvaus, mutta to-
distetaan ensin, ettd tdmé kuvaus d on bijektiivinen. Oletetaan, etta alkioille
ui,u2 € U ja hy, ho € H on voimassa

U(a(ul), hl)g(hl) = U(U(Ug), h2)9<h2)

Télloin ehtoa (YK) voidaan soveltaa, joten U(o(u1),hy) = U(o(uz), ha) ja
O(h1) = 0(h2). Koska kuvaus 6 on permutaatio, niin hy = he. Ensimmai-
nen yhtils saa muodon U(o(u1),h1) = U(o(uz), h1), miki tarkoittaa, ettd
o(u1)h1 = hju ja o(ug)hy = hhu joillakin kY, hl, € H ja u € U. Téten

hitu = o(up)h] "
hitu = o(ug)hh !

o(u1) = o(u2)

= o(u)h] ! = o(ux)hy b & { -l
1 =
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josta seuraa, ettd uq; = wuo eli kuvaus § on bijektiivinen. Edelld kohdassa *
sovelletaan jalleen ehtoa (YK), mihin tarvitaan oletusta, ettd kuvaus o on
suljettu joukkoon U.

Kisitellddn seuraavaksi kuvausta n(g) := ¢g-d(g) ja nidytetaén, ettd tdméa
on bijektio, jolloin kuvaus § on vaadittu téydellinen kuvaus ryhméssd G. Nyt

N(uHowy(h) = uMe@y(h)-6(uH e (h))
uH (o (u), h) - U(c(u),h)d(h)
= wuo(u)hO(h).

Oletetaan, etté alkioille ui,ue € U ja hi, ho € H on voimassa
ula(ul)hlﬁ(hl) = u20(u2)h29(h2). (4.1)
Kasittelemalld tatd yhtaloa aliryhméan H sivuluokkien joukossa saadaan

ula(ul)hle(hl)H = u20’(u2)h20(h2)H‘:}
uio(u)H = wugo(u2)H,

mikd on permutaation ¢ oletetun ominaisuuden nojalla yhtapitaviid muodon
7(u1)H = 7(u2)H kanssa. Kuvaus 7 on bijektio ja suljettu joukossa U, joten
uy = ug sekd ujo(uy) € U. Siten yhtélostéd 4.1 voidaan padtelld ehtoa (YK)
kayttamalld, ettd hi10(h1) = hof(he), mikd on mahdollista vain silloin, kun
h1 = hs, silld kuvaus 6 on téydellinen kuvaus ryhméssd H. Tami todistaa,
ettd kuvaus n on bijektio ryhméssd G, jolloin kuvaus 6 on haluttu ryhmén
G téydellinen kuvaus.

O

Edelld esitetty laajennuslause antaa vilittomaésti seuraavat hyodylliset
muotoilut.

Seuraus 4.17. Olkoon G ryhmd ja N sen normaali aliryhma. Jos ryhmdl-
li N ja tekijiryhmdlld G/N on olemassa taydelliset kuvaukset, niin myos
ryhmdlld G on olemassa taydellinen kuvaus.

Todistus. Koska ryhmé N on ryhmén G normaali aliryhmé, niin gN = Ng
kaikilla ryhmén G alkioilla g. Siten joukon U valinta ei tuota ongelmia.
Tekijiryhmén G /N taydellinen kuvaus toimii permutaation o roolissa, joten
taydellisten kuvausten laajennuslausetta voidaan soveltaa. O

Seuraus 4.18. Olkoon ryhmd G kahden ryhmdn Hy ja Ho karteesinen tulo
eli G = Hy ® Hy. Jos ryhmilld Hy ja Hy on olemassa tdydelliset kuvaukset,
nitn myos ryhmdlld G on olemassa tdydellinen kuvaus.

Todistus. Ryhmailld G on normaali aliryhm& H, joka on isomorfinen ryhmén
Hy kanssa. Talloin tekijaryhmd G/H on isomorfinen ryhmin Hy kanssa,
jolloin edellisen seurauslauseen 4.17 soveltaminen todistaa véitteen. 0
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Téydellisten kuvausten laajennuslausetta voidaan myos soveltaa tietyille
tulomuotoa oleville ryhmille.

Seuraus 4.19. Olkoon G ryhmd, joka voidaan esittdd muodossa G = A- B,
missi A ja B ovat ryhmdn G aliryhmid ja AN B = {e}. Jos aliryhmilld A
ja B on olemassa tiydelliset kuvaukset 04 ja 0p, nitn myds ryhmdlld G on
olemassa taydellinen kuvaus.

Todistus. Tassd tapauksessa voidaan soveltaa tdydellisten kuvausten laajen-
nuslausetta valitsemalla ryhmén A alkiot joukon U rooliin. Témé valinta on
kelvollinen, silld jos leikkaus a3 B N ag B sisdltdéd jonkin alkion x # e, niin
& = a1y = agby joillakin by, by € B. Tillin ay'a; = boby ' ja koska yhtilon
vasen puoli on ryhmén A alkio ja yhtélon oikea puoli on ryhmén B alkio,
niin on oltava aglal = e eli a; = ap. Samaa piittelyd voidaan kiyttad to-
distamaan, ettd joukot Ba,a € A ovat erillisii ja muodostavat ryhméin G
osituksen sivuluokkiin. Ryhmén A alkiot kiiyvit siis sekéi vasemmanpuoleisis-
ta ettd oikeanpuoleisista edustajista ja laajennuslauseen kuvauksen o rooliin
voidaan valita taydellinen kuvaus 6 4. Nailla valinnoilla laajennuslausetta on
mahdollista soveltaa, mika todistaa véiitteen. O

Ratkaistaan seuraavaksi symmetristen ja alternoivien ryhmien tapaukset.
Triviaalisti ryhmilla Sy, A1 ja As on olemassa tdydellinen kuvaus, koska
ndmi ovat yhden alkion ryhmii. Ryhmalld Sy ei ole olemassa tédydellistd
kuvausta lauseen 4.9 takia, silld Sy = Cs. Lauseen 4.13 nojalla ryhmallé S
el myoskain ole olemassa tiydellistd kuvausta, silla sen kertaluku on kuusi.
Lause 4.11 kertoo, ettd ryhmailld Az on olemassa tdydellinen kuvaus, silld sen
kertaluku on kolme. Ryhmaét S, ja A, missd n > 4, kisitellddn seuraavaksi.

Lemma 4.20. Ryhmilld S4 jo A4 on olemassa tiydelliset kuvaukset.

Todistus. Ryhmén Sy tdydellinen kuvaus on esitetty taulukossa 4.1 ja ryh-
mén A4 tdydellinen kuvaus 16ytyy taulukosta 4.2.
O

Edellisen syvillisen paattelyn jélkeen todistetaan yleinen tapaus.
Lause 4.21. Ryhmilld S,,, missd n > 4, on olemassa tdydellisid kuvauksia.

Todistus. Todistus etenee induktiolla luvun n suhteen. Alkuaskel n = 4 to-
distettiin edellisessd lemmassa.

Oletetaan, ettd ryhméssa S, missd n > 4, on olemassa tdydellinen ku-
vaus ja ndytetdin, ettd myos ryhméissi Sy,11 on olemassa tdydellinen kuvaus.
Valitaan

U={e,(I,n+1),2,n+1),...,(n,n+1)}.

Jos (i,n+1)S, N (4,n 4+ 1), sisdltdd jonkin ei-triviaalin alkion g, niin

g=(i,n+1)g1 = (j,n+1)g2 joillakin gi,g2 € Sp.
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g 6(g) 99(9) g 40 99(9)

e e (132) [(14)(23)| (143)
(14) (124) | (1 2) (2 3) (3 4) (2 34)
(1234) | (12)(34) | (13) (3 4) (2 3) (24 3)
(13) (143) | (14) | (1324) | (1324) | (12)(34)
(2 4) (234) | (23) (124) (134) | (13)(24)
(12)(34) | (1234) | (24) || (1243) | (1243) | (14)(23)
(2 3 4) (2 4) (3 4) (134) | (1342) | (1423)
(1423) (14) [(123) || @324 | (1432) | (1234)
(1423 (132 |(124) (12) (243) | (1243)
(123) (123) | (132 1432) | (142) | (1324)
(142) | (13)(24) | (134) | (143) | (1423) | (1342)
(1342) (13) [(142)| (243) (12) (1432)

Taulukko 4.1: Esimerkki symmetrisen ryhmén Sy tdydellisestd kuvauksesta

6.

g 0(g) 99(9) g 0(g) 99(9)

e e e (12)34) [(132)] (143)

(142) | (1423|123 | 243) | (243)| (234)

(13)24) | (143) |(124)| (234) |[(234)| (243)
(1423 (124) | (132)| (132) [(134)](12)(34)
(123) | (12)34) | (134 | (143 | (142 |@13)(24)
(134) | (13)(24) | (142)| (124 |(123)|(14)(23)

Taulukko 4.2: Esimerkki alternoivan ryhmén A4 tdydellisestd kuvauksesta 6.
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Talloin glggl = (j,n+1)(i,n+1) ja koska glggl € G, niin my®és (i, j,n+1) €
G. Jos i # j, niin (j,n+ 1)(i,n+ 1) = (i,7,n + 1), miki ei ole mahdollista,
silli ryhm& .S, upotettuna ryhméin S,41 koostuu kaikista niistd permu-
taatioista, jotka kiinnittdvit alkion n + 1. Siten ¢ = j, mikd osoittaa, ettd
(IL,n+1)Sy,...,(n,n+1)S, on ryhmén S,1; ositus eli

Sn+1=Sn+(1,n+1)S, +(2,n+1)S, + ...+ (n,n+ 1)S,.

Toistamalla yllioleva pddttely ryhmén S, oikeanpuoleisille sivuluokille, ndh-
daan ettd myos

Snt1 =50 +Sn(L,n+ 1)+ S,(2,n+ 1)+ ...+ Sp(n,n+1)

on ryhmén 5,41 ositus. Siten joukko U tayttdd tdydellisten kuvausten laa-
jennuslauseen ehdot.

Maéritelldén kuvaus 7 kaavalla 7[(i +1,n 4+ 1)] = (¢,n + 1), missd 1 <
i<n-—1,sekd 7[(1,n+1)] = (n,n+ 1) ja 7(e) = e, jolloin ndhddan, ettd

a) (i+1,n+1)7r[(i+1,n+1)]S, =

i+1,n+1)(i,n+1)S,
ii+1,n+1)S,
i,n+1)(i,i+1)S,
iwn+1)S,,V1<i<n-—1,
1,n+1)(n,n+1)S,
n,1,n+1)S,
n,n+1)(n,1)S,
n,n+1)S,

c) er(e)S, = Sp.

b) (I,n+ 1)7[(1,n+ 1)]S, =

(
(
(¢
(
(
(
(
=

Edelld kaytettiin identiteettid (abc) = (ab)(bc) sekd ryhméoperaation
ominaisuutta abG = aG, kun b € G. Téamai laskenta osoittaa, ettd kuvaus
ut(u) on bijektiivinen joukossa U eli ur(u) = o(u) jollakin joukon U permu-
taatiolla o. Siten ehdot tiydellisten kuvausten laajennuslauseen soveltami-
seen tayttyvit, joten ryhmélla 5,11 on olemassa tdydellinen kuvaus. Viite
seuraa induktiolla. O

Alternoiville ryhmille voidaan néyttdd vastaava tulos.

Lause 4.22. Alternoivilla ryhmilld A,,, missin > 3, on olemassa taydellisid
kuvauksia.

Todistus. Edelld naytettiin ryhmien Ag ja A4 siséltdvin tdydellisid kuvauk-
sia. Osoitetaan muut tapaukset induktiolla.

Oletetaan, ettd ryhmélla A, missd n > 4, on olemassa tédydellinen ku-
vaus. Naytetddn, ettd myds ryhmélld A, 11 on olemassa tiydellinen kuvaus.
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Tamén todistuksen strategia on samanlainen kuin symmetristen ryhmien
tapauksissa. Valitaan joukko U seuraavasti:

U={e, (I,n+1)(L,n)}u{(l,n)(i,n+1):1<i<n-—1}

Todistetaan, ettd tdmé joukko muodostaa aliryhmén A, edustajien jir-
jestelman.

Sivuluokka eA,, = A, on selvisti erillinen kaikista muista sivuluokista,
silld edustajat (1,n 4+ 1)(1,n) ja (1,n)(i,n+1),1 < i < n — 1 eivit kuulu
ryhmédn A,,.

Jos (1,n+1)(1,n)g1 = (1,n)(i,n+ 1)ge joillakin g1, g2 € Ay, niin (i,n +
(L,n)(1,n+1)(1,n) € A,. Jos i =1, niin (1,n+1)(1,n)(1,n+1)(1,n) =
(I,n+1,n) € A,, miki ei ole mahdollista, silld (1,n+1,n) ei kiinnita alkiota
n+1.Josi > 1, niin (i,n+1)(1,n)(1,n+1)(1,n) = (n,i,n+1) € A, miki
ei ole myoskddn mahdollista. Siten sivuluokka (1,7 + 1)(1,n)A, on myss
erillinen kaikista muista sivuluokista.

Oletetaan vield, ettd (1,n)(i,n+1)g1 = (1,n)(j,n+1)gs joillakin g1, g2 €
Ay jai # j. Talloin (j,n+1)(i,n+1) = (i,j,n+ 1) € A, miki ei ole mah-
dollista. Siten joukko U on aliryhmén A, vasemmanpuoleisten sivuluokkien
edustajien joukko.

Samalla pédttelylld voidaan todeta, ettd U on my6s aliryhmén A, oi-
keanpuoleisten sivuluokkien edustajien joukko, joten se tdyttidé tdydellisten
kuvausten laajennnuslauseen ehdot.

Maaritellddn kuvaus 7 seuraavasti:

T(e) = e
7[(1,n+1)(1,n)] = (1,n+1)(1,n),
7[(1,n)(1,n + 1)] (Ln)(L,n+1),
T[(L,n)(n—1,n+1)] = (1,n)(2,n+1), sekd
[(L,n)(i,n+1)] = (Ln)(@i+ln+1)Vi=2,...,n—2.

Niaytetddn, ettd tdmé kuvaus toteuttaa laajennuslauseessa vaaditut eh-
dot, eli ettd 7(U) on edelleen aliryhmén A, vasemmanpuoleisten sivuluok-
kien edustajien joukko.

a) er(e)4, = eA,,

b) (1,n+ 1)(1,n)7[(1,n+ 1)(1,n)]4, = (1,n+1,n)A,
= (Lin)(L,n+ 1)A,,

c) (Ln)(L,n+1)r[(1,n)(1,n+1)]JA, = (1,n,n+1)A,
= (I,n+1)(1,n)As,,
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d) (L,n)(n—1,n+1)7[(1,n)(n—1,n+1)]A, = (2,n—1,n+1)A,
2,0+ 1)(2,n — 1)A,
= (L,n)(2,n+1)A,,

e) (L,n)(,n+ 1)7[(1,n)(i,n+1)]A, = (i,n+1,i+1)A,

i+ 1,n+1)(i+1,9)A,

= (IL,n)(i+1,n+1)A,,
missi 2 <g3<mn—2.

Kohtien a — e perusteella joukko 7(U) antaa edelleen tdyden ryhmén A,
vasemmanpuoleisten sivuluokkien edustajiston, joten tdydellisten kuvausten
laajennuslausetta voidaan soveltaa ja siten myos ryhmélld A, 1 on olemassa
tdydellinen kuvaus. O

4.4 Yhtapitavia muotoiluja

Téamén luvun lopuksi keskitytddn vield tarkastelemaan seuraavia kolmea eh-
toa:

e A) Ryhmilld G on olemassa tiaydellinen kuvaus.

e B) Ryhmélld G ei ole olemassa Sylowin 2-aliryhmid tai ryhmén G
Sylowin 2-aliryhmét eivit ole syklisié.

e C) Ryhmén G alkiot g; voidaan asettaa sellaiseen jérjestykseen, jossa
9192 -.-9n = €.

Kappaleessa 4.1 néytettiin, ettd Abelin ryhmissd ndmé kaikki kolme ehtoa
tiedetddn olevan yhtépitavid. Lisdksi lemman 4.4 ja lauseen 4.9 perusteel-
la Abelin ryhmissd ehdot A-C ovat ekvivalentteja myos seuraavan ehdon
kanssa:

e D) Ryhmiéssé G ei ole olemassa kertalukua kaksi olevaa alkiota tai niitd
on enemmén kuin yksi. Toisin sanottuna, ryhméssd G ei ole olemassa
vksikésitteistd kertalukua 2 olevaa alkiota.

Seuraavaksi esitettdvit lauseet kisittelevit ei-kommutatiivista tapausta.
Néistd varhaisimman tuloksen todisti L.J. Paige vuonna 1950 [25].

Lause 4.23. (A = C). Jos ryhmdllé G on olemassa taydellinen kuvaus,
nitn ryhmdn G alkiot voidaan latttaa jarjestykseen e = g1,9o, ..., gn, jolle
on v0imassa gi9s - - - Gn = €.
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Todistus. Olkoon 6 ryhmén G taydellinen kuvaus. Jos ef(e) = g € G, niin

voidaan kisitelld sen sijaan permutaatiota @'(z) := (x)g~!, jolle e’ (e) =
ef(e)g~! = e, miki on myds tdydellinen kuvaus. Siten voidaan olettaa, ettd
O(e) =e.

Tarkastellaan tuloa g26(g2). Tassi tulossa ei voi olla 0(gs) = ggl, kos-
ka silloin ef(e) = ¢20(g2) ja 0 ei olisi tdydellinen kuvaus. Siten merkitdin
g3 := 0(g2)~!. Muodostetaan seuraavaksi tulo g26(ge) - g30(g3) ja tarkastel-
laan, onko tdmin tulon viimeisen alkion kiinteisalkiota 6(g3)~! kiinnitetty
jo johonkin indeksiin gy, missd k < 3. Jos ei, niin jatketaan valitsemalla
g4 := 0(g3)~! ja muodostetaan seuraava tulo g20(g2) - 930(g3) - 940(g4). Niin
voidaan jatkaa, kunnes saavutetaan tuloketju

p1 = g20(g2) - g30(g3) - - - 9:0(gi),

missd alkio 6(g;)™' = gp potentiaalisesti jollakin 2 < k < 4. Ei ole mah-

dollista, ettd k = i, silld muuten ¢;0(g;) = e = ef(e) ja kuvaus 6 ei olisi
taydellinen kuvaus. Ei ole mydskdan mahdollista, ettd k& > 3, silld muuten
0(g:)~" = gr = 0(gr_1)~! tai yhtipitiviisti 0(g;) = 0(gx_1), jolloin kuvaus
6 ei olisi bijektio. Siten ainoa mahdollisuus on, ettd 6(g;) ™' = g2, ja tilldin
huomataan, etti p; = e.

Jos i # n, niin aloitetaan sama prosessi alusta valitsemalla alkio g;41,
jota ei viela ole kiinnitetty ja rakennetaan tulo

p2 = gi+10(gi+1) - - .. - g;0(g5),

mistd samoin padttelemalld ndhdéin, ettd viimein indeksille j on voimassa
0(g;) = g;rll, jolloin py = e. Toistetaan tdta konstruktiota, kunnes kaikki
ryhmén G alkiot on kiyty 1dpi ja saadaan tulot p; = e, ps = €,...,p; = e,
jolloin laskemalla auki tulo pips...p; saadaan yhtilo

910(g1) - 920(g2) - - - . - gnb(gn) = ¢,

mutta koska kuvaus xf(x) on bijektio, niin ylldolevassa lausekkeessa ovat
perdkkiin kaikki ryhmé&n G alkiot jossain jirjestyksessd ja niiden tulo on
e. O

Lause 4.24 (Burnside). Olkoon G ryhmd, jonka Sylowin 2-aliryhmda S on
syklinen. Tdlloin ryhmalla G on olemassa kertalukua |G : S] oleva normaali
aliryhmd N.

Todistus. Ryhmén G kertaluku voidaan kirjoittaa muodossa |G| = 2"m, mis-
si n € Z4 ja m > 0 on pariton kokonaisluku. Todistetaan viite induktiolla
luvun n suhteen.

Jos n = 1, niin |G| = 2m, missd m on pariton. T&ll6in lemman 4.12
mukaan ryhmalld G on olemassa kertalukua m oleva normaali aliryhmd N,
joten induktion alkuaskel pitdd paikkansa.
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Induktio-oletuksena kertalukua 2" 'm olevilla ryhmilli G’, joiden Sy-
lowin 2-aliryhm& S’ on syklinen, on olemassa kertalukua m oleva normaali
aliryhma N’. Todistetaan, ettd myds kertalukua 2"m olevilla ryhmilld on
olemassa kertalukua m oleva normaali aliryhma.

Olkoon G ryhmi, jolle |G| = 2™m ja jonka Sylowin 2-aliryhmé S on
syklinen. T#lloin S =< s >= {e,s,52,...,52 "'} ja |S| = 2". Alkioiden s*
kertaluku on 2" aina, kun eksponentti k£ on pariton. Siten tésmélleen puolet
ryhmén S alkioista ovat kertalukua 2™.

Kuvataan ryhmén G alkiot funktiolla f : G — Son seuraavasti:

f(g)=<gi>-

Téll6in kuvaus f on homomorfismi [5, Seuraus 3.5, p.11|. Ryhméin G
kertalukua 2" olevat alkiot kuvautuvat parittomille permutaatioille, joten
aliryhmén K := f(G) N A, indeksi on 2 ryhméssd f(G). Télloin ryhmé
H = f7Y(K) on ryhmiin G normaali aliryhmi. Ryhmén H Sylowin 2-
aliryhma on kertalukua 277! ja se on my6s syklinen, silli se sisiltyy johonkin
ryhmén G sykliseen Sylowin 2-aliryhmién, joten induktio-oletuksen nojalla
on olemassa N < H, jolle |N| = m. Osoitetaan, ettd aliryhmé N on normaali
my6s ryhmissd G, mikd todistaa induktiovéitteen.

Jos ryhmiéssi H olisi olemassa toinen kertalukua m oleva aliryhméd N’ <
H, missi N’ # N, niin lemman 2.6 nojalla kompleksi NN’ muodostaisi
ryhmén H aliryhmén, silld N < H. Télléin kaavan 2.1 mukaan

NN

NN'| = >
NN = NN 2w o™

mutta koska kertaluku |[NN’| on pariton seki \NN’]|2”*1m, niin t4mi on
mahdotonta. Siten aliryhm& N on ainoa ryhmén H kertalukua m oleva ali-
ryhma.

Jos f on ryhmén H mielivaltainen automorfismi, niin f(N) = N, silld
automorfismit kuvaavat aliryhmét aliryhmille. Siten aliryhm& N on karak-
teristinen ryhméssid H ja koska H < G, niin lemman 2.18 mukaan N < G.
Viite seuraa induktiolla. O

Lause 4.25. [24] (-B = —C eli C = B). Ryhmalli G = {g1,92,---,9n},
jonka Sylowin 2-aliryhmd on syklinen ja ei-triviaali, ei ole olemassa sellaista
alkioiden g; permutaatiota 7, jolle T(g1)7(g2) ... 7(gn) = €.

Todistus. Oletetaan, ettd parillista kertalukua olevan ryhmén G Sylowin 2-
aliryhmd S on syklinen. Té&ll6in ryhméssd G on olemassa yksikéisitteinen
kertalukua kaksi oleva alkio t € S. Burnsiden lauseen nojalla on olemassa
sellainen N < G, jolle G/N = S ja |[N| = m, missd m > 0 on pariton
kokonaisluku. Tallgin

(JITon=]]sN= ][] snN=]](sN)™=t"N=tN,

geG geqG g=sneG ses
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josta vertailemalla sivuluokkien edustajia saadaan ] gec9 =1 # e riippu-
matta siitd, missi jarjestyksessd vasemman puolen tulo lasketaan. O

Vuonna 2003 M. Vaughan-Lee ja I.M. Wanless julkaisivat suoran to-
distuksen implikaatiolle B = C' [26], joten ei-kommutatiivisten ryhmien
tapauksesta tiedetddn nyt, ettd ehdot B ja C ovat ekvivalentteja. Edelli-
sen lauseen 4.25 ja lauseen 4.23 piadttelyt yhdistdmailld saadaan implikaatio
A= B. ,

Tapauksen B = A ratkaiseminen on kestényt kauan. Vuoden 1955 artik-
kelissa [24] M. Hall ja L. J. Paige esittivit kuuluisan konjektuurinsa.

Konjektuuri 4.26 (Hall-Paige). (B = A). Adrelliselli ryhmdlld, jonka
Sylowin 2-aliryhmd ei ole syklinen on olemassa taydellinen kuvaus.

Tahén ongelmaan ei saatu vastausta pitkddn aikaan, kunnes vuonna 2009
Stewart Wilcox n#ytti [27], ettd vastaesimerkki tdhan konjektuuriin téytyy
olla jokin 26 sporadisesta ryhméstd tai Tits-ryhmé [28]. Vain vihin aikaa
tamén jalkeen Anthony B. Evans osoitti [29], ettd niistd vain Jankon nel-
jis ryhmé voi tulla kyseeseen. Samassa artikkelissa hin viittaa John Brayn
julkaisemattomaan tulokseen, jonka mukaan tdmé viimeinenkin tapaus olisi
poissuljettu. Siten Hall-Paige -konjektuuri olisi viimein ratkennut. Viittaam-
me tdhan tulokseen silti konjektuurina, silla John Brayn tutkimusta ei ole
vield julkaistu.

Taméan kappaleen paatteeksi todistetaan implikaatio B = A ratkeaville
ryhmille. Tat4 varten tarvitaan seuraava aputulos, joka todistaa niin kut-
suttujen Hall-aliryhmien olemassaolon ratkeavissa ryhmissi. Téamén lauseen
todistus on peréisin J. Rotmanin kirjasta [4].

Lause 4.27 (Hall). Ratkeavalla ryhmalla G, jonka kertaluku on muotoa ab,
missd a L b, on olemassa kertalukua a oleva aliryhmd.

Todistus. Edetdan tdydelliselld induktiolla ryhmén G kertaluvun ab suhteen.
Alkuaskeleena voidaan jo pelkistddn Sylowin aliryhmien olemassaolotodis-
tukseen perustuen tarkastaa kaikki tapaukset kertalukuun ab = 29 asti, silla
vasta ab = 30 = 2-3-5 on ensimmadinen kertaluku, joka on vahintadin kolmen
eri alkuluvun tulo.

Tehdédan siis induktio-oletus, ettéd Hallin lause pitee kaikille kertalukua
ab pienemmille ryhmille ja naytetdin, ettd myos kertalukua ab olevassa ryh-
miéssid G on olemassa kertalukua a oleva aliryhmé, aina kun a L b.

Koska ryhmé G on ratkeava, niin silli on olemassa ainakin yksi ei-triviaali
normaali aliryhmé, jonka kertaluku voidaan merkitd muodossa a'b’, missi
alajaldl|b.

Jos ryhmissd G olemassa sellainen aliryhmé H <1 G, jolle b 1 |H|, miki
on yhtapitéviad ehdon b’ < b kanssa, niin muodostetaan tekijaryhmé G/H.
Taméan ryhméan kertaluku on muotoa 77 - bﬁ, < ab. Koska tekijaryhmé G/H
on myos ratkeava, niin induktio-oletuksen nojalla silld on olemassa aliryhmé
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A/H, jonka kertaluku on %. T&ll6in ryhméssd G' on olemassa titéd tekija-
ryhmé vastaava aliryhmé A, jolle |[A| = |A/H| - |H| = Sa't) = ab/ < ab.
Siten induktio-oletuksen nojalla ryhmélld A on olemassa kertalukua a oleva
aliryhmé.

Voidaan siis olettaa, ettd luku b jakaa jokaisen ryhméin G normaalin
aliryhmén kertaluvun. Tdm#i on yhtépitavid ehdon b = b kanssa. Olkoon
H ryhmén G minimaalinen normaali aliryhmd. Tall6in lauseen 2.10 mukaan
sen tiedetdén olevan kommutatiivinen p-ryhmé, eli |H| = p™ jollakin n € Z ..
Koska |H| = a/b' = a’b, niin a’b = p™. Tdméi on mahdollista vain, jos a’ =1,
silld @’ L b. Siten |G| = ap™, missi p 1 a ja lisiksi H on ryhmén G Sylowin p-
aliryhmi. Koska H <G ja kaikki Sylowin p-aliryhmét konjugoivat ryhméssé,
niin H on ryhmén G yksikisitteinen minimaalinen normaali aliryhmé.

Muodostetaan tekijairyhma G/H, jonka kertaluku on a. Olkoon K/H
tdmén tekijiryhmén minimaalinen normaali aliryhmé. Lauseen 2.10 mukaan
|K/H| = ¢, missi ¢ on jokin alkuluku jam € Zy. Koska |[K/H| | |G/H| = a
jaa L b=p" niin g # p. Siten |K| = p"¢™. Olkoon @ ryhméin K Sylowin
g-aliryhmé, joka on siis muotoa K = H(Q). Tehdiin seuraavat merkinnét:

N* := Ng(Q) ja N := Ng(Q).

Koska K < G, niin N = N*N K.

Kohdan 2.4 mukaan ehdoista K/H <G/H ja H <G seuraa, ettd K <G.
Siten Frattinin lausetta 2.19 voidaan soveltaa, jolloin G = K Ng(Q), missi
Ng(Q) on ryhmén @ normalisoija ryhméssd G. Nyt lauseen 2.20 mukaan

G/K =KN*'/K=2N*/(N*NK)=N*/N,
misté saadaan laskettua, etta

« _ IGI[N|
IN*| = =0
K|

Normalisoijalle N on voimassa ehto Q < N < K, joten K = HQ = HN.
Siten kompleksin tulokaavalla 2.1 saadaan

|H||N|
K|=|HN|= ———
K] = | |HNN|’
minké perusteella voidaan pédtelld, etté
. _ IGl _
|N|—‘H‘|HON|—a|HﬂN\. (4.2)

Néytetadn seuraavaksi, ettd H NN < Z(K) = {e}.
Olkoon x € H N N. Jokainen ryhmén K = H(Q alkio k voidaan esittda
muodossa k = hs joillakin h € H ja s € Q. Tarkastellaan tuloa xsz—1s~!.

Alkio s* ' € Q, koska © € Ng(Q), joten xsz~'s™! € Q. Lisiiksi koska
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H < G, niin zsz~'s™! = z(z71)* " € H. Siten zsz~'s™! € QN H = {e},
joten xs = sx. Alkio x kommutoi myos alkion h kanssa, silld H oli ryhmén
(G minimaalisena normaalina aliryhm#nd kommutatiivinen aliryhmé. T&ll6in
xk = xhs = hsx = kx kaikilla k € K, joten HN N < Z(K).
Ryhméi K on normaali ryhméssé G ja Z(K) on karakteristinen ryhméssé
K, joten lemman 2.18 mukaan Z(K) < G. Jos Z(K) ei ole triviaali, niin se
on itse joko ryhmén G minimaalinen normaali aliryhmi tai sisdltdd jonkin
ryhmén G minimaalisen normaalin aliryhmé&n. Molemmissa tapauksissa téstd
seuraa, ettd H < Z(K), koska H on ryhmén G yksikisitteinen minimaalinen
normaali aliryhmé. Nyt koska K = H(Q), niin ryhmén H alkiot kommutoivat
ryhmén @ alkioiden kanssa, joten @ <1 K. Koska @ on ryhmén K Sylowin
g-aliryhmé ja kaikki Sylowin aliryvhméit konjugoivat kesken&én, niin ¢ char
K ja siten lemman 2.18 mukaan @) < G. Oletuksen nojalla p jakaa jokaisen
ryhmén G normaalin aliryhmén kertaluvun, joten p | |Q| = ¢, miki on
ristiriita, silld p # ¢. Siten Z(K) = {e}. Télloin yhtdlostd 4.2 seuraa, ettd
|IN*| = a, miki todistaa induktioviitteen.
O

Hallin lauseen avulla voidaan todistaa, ettd Hall-Paige -konjektuuri pitaa
paikkansa ratkeaville ryhmille.

Lause 4.28. [2/](Ratkeaville ryhmille B = A). Adrelliselli ratkeavalla ryh-
mdlld, jonka Sylowin 2-aliryhmd ei ole syklinen, on olemassa taydellinen
kuvaus.

Todistus. Olkoon G sellainen ratkeava ryhmd, jonka Sylowin 2-aliryhmi S5
ei ole syklinen. Hallin lauseen nojalla G = Sy - H. Télloin So N H = {e}, silld
|Sa| L |H|. Lauseen 4.15 nojalla ryhmélla Ss on olemassa tdydellinen kuvaus.
Lauseen 4.11 mukaan ryhmalla H on my6s olemassa téydellinen kuvaus, silla
sen kertaluku on pariton. Siten tdydellisten kuvausten laajennuslauseen seu-
rausta 4.19 voidaan soveltaa, joten ryhmélld G on myds olemassa tdydellinen
kuvaus. O



Luku 5

Antisymmetriset kuvaukset

Kappaleessa 3.1 ndhtiin, ettd téydellisten kuvausten lisdksi antisymmetri-
silld kuvauksilla on hyvid ominaisuuksia sovellettavaksi tarkistusmerkkijar-
jestelmiin. Tamé& kappale kokoaa yhteen nédiden kuvausten osalta tunnettu-
ja olemassaolo- seké konstruktiotodistuksia. Harmillisesti antisymmetristen
kuvausten teoria on vield hieman puutteellinen, joten tdma kappale padttyy
erdén teoriaan liittyvin konjektuurin kisittelyyn.

Edellisen kappaleen lause 4.2 todisti, ettd Abelin ryhmissé antisymmet-
risten kuvausten olemassaolo mairdytyy samalla kriteerilld kuin taydellisten
kuvausten olemassaolo. Seuraava lemma konstruoi antisymmetrisid kuvauk-
sia paritonta kertalukua olevista Abelin ryhmista.

Lemma 5.1. Jos G on Abelin ryhmd jan € Z sellainen luku, jollen—1 1
|G| ja n L |G|, niin permutaatio ¢(x) = x™ on antisymmelrinen kuvaus.

Todistus. Taman lauseen todistus etenee tdsmaélleen kuten lemmassa 4.1.
O

Seuraavan lauseen avulla 16ydetddn antisymmetrisid kuvauksia myos tie-
tyistd ei-kommutatiivisista ryhmisté.

Lause 5.2. [20] Olkoon G ryhmd ja a jokin sen alkio. Kuvaus ¢(x) = v~ ta
on antisymmetrinen jos ja vain jos alkio a ei kommutoi ryhmdassd G minkddn
kertalukua kaksi olevan alkion kanssa.

Todistus. Olkoon a € G sellainen alkio, joka kommutoi jonkin kertalukua
kaksi olevan alkion x € G kanssa. T#lldin kuvaus ¢(z) = 27!
symmetrinen, koska jos z inG \ {e}, niin

a el ole anti-

d(z)e = x7ae = za = ax = e Lax = ¢(e)x.

Olkoon seuraavaksi a € G sellainen alkio, joka ei kommutoi mink&in ryh-
min G kertalukua kaksi olevan alkion kanssa. Alkion a kertaluku on oltava
pariton, silli jos |a| = 2k, k € Z,, niin a kommutoisi alkion a* kanssa, joka

40
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on kertalukua kaksi ja erisuuri kuin a. Siten |a| = 2k + 1 jollain kokonaislu-
vulla k € Z4.

Oletetaan, ettd kuvaus ¢ ei ole antisymmetrinen, jolloin on olemassa
alkiot =,y € G,z # y siten, etti 2 'ay = y~lax. Kertomalla tim3 yhtild
vasemmalta puolelta alkiolla y ja oikealta puolelta alkiolla 2~ ! saadaan

(yz~Ha(yz™") = a, (5.1)
sekd my0s identiteetit
(yrHa = a(ye™) " ja
(ye™)7la = a(ya™h).

Talloin ndhdidn, ettd alkio a® kommutoi alkion yz~! kanssa, silld

(yo~ha* = (yz~Ha-a
= a(yzHla
_ —1y—1
= a-a(yz)
= d*(yzt).
Koska lisdksi alkion a kertaluku oli pariton, niin myds alkio ¢ kommutoi
alkion yz—! kanssa, sillid

(ymfl)a — yxfl)a2k+2

= e
(a2)k+1(y‘rfl)

= a(yz ™).

Tamin seurauksena yhtild 5.1 niyttii, ettd alkion yz~! kertaluku onkin
kaksi:

(yz Na(yz™) = a
(yz Hyz Na = a
(ym_l)2 e.

Siten alkio a kommutoi kertalukua kaksi olevan alkion kanssa, miki on
ristiriidassa alkion a valinnan kanssa. Siispd kuvaus ¢ on antisymmetrinen
kuvaus. O

Tastad tuloksesta saadaan vilittoméasti seuraava ominaisuus.

Seuraus 5.3. Kaikilla paritonta kertalukua olevilla ryhmilld on olemassa
antisymmetrisid kuvauksia.
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Todistus. Edellisessd lauseessa esitetty permutaatio ¢ on antisymmetrinen
kuvaus jos se ei kommutoi minkdan ryhmén kertalukua kaksi olevan alkion
kanssa. Lagrangen lausetta kdfnteisesti soveltamalla paritonta kertalukua
olevassa ryhmissé ei ole olemassa alkiota, jonka kertaluku olisi kaksi. Siten
kuvaus ¢ on téllaisessa ryhméssd antisymmetrinen kuvaus. O

Tastd tuloksesta seuraa, ettd kaikilla p-ryhmilld, missd p # 2, on ole-
massa antisymmetrisid kuvauksia. Lause 4.9 kertoi, ettd kommutatiivisella
2-ryhmalld on olemassa antisymmetrinen kuvaus jos ja vain jos se ei ole sykli-
nen ryhmaé. T&lloin jiljelle jaa endd ei-kommutatiivisisten 2-ryhmien tapaus.

Lause 5.4. Ei-kommutatiivisilla 2-ryhmilld on olemassa antisymmetrisid
kuwvauksia.

Todistus. Tamé todistus pohjautuu kaikkien mahdollisten kertalukua 2™ ole-
vien ryhmien rakenteiden tapauskohtaiseen tarkasteluun ([20], [30] ja [24]).
O

Siten ndméa paittelyt yhteen koottuna kertovat kaikkien p-ryhmien ta-
paukset.

Seuraus 5.5. Adrelliselli p-ryhmdlli on olemassa antisymmetrinen kuvaus
jos ja vain jos se ei ole syklinen 2-ryhmd.

O

Ryhmit S7, A1 ja Ao ovat triviaaleja ryhmié, joten niissd on olemassa

antisymmetrinen kuvaus. Lauseen 4.10 nojalla ryhmé#ssé So ei ole olemassa

antisymmetristd kuvausta, silld S = Cs. Lausetta 5.2 voidaan soveltaa isom-

paa kertalukua oleviin symmetrisiin ja alternoiviin ryhmiin, jolloin saadaan
seuraava tulos.

Seuraus 5.6. Ryhmilld S, ja A, missén > 2, on olemassa antisymmetrisid
kuvauksia.

Todistus. Ryhmissd S, ja A, kertalukua kaksi olevat alkiot ovat sykliraken-
teeltaan erillisten transpoosien tuloja. Kaksi permutaatiota, joilla on erilli-
nen syklirakenne, kommutoivat niissi ryhmissé jos ja vain jos ne eivit siirré
yhtddn samaa alkiota.

Ryhmé S,, missd n > 2, sisdltdd n-syklin, joka ei kommutoi minkd&n
transpoosin kanssa, joten se ei myoskdan kommutoi minkaan kertalukua kaksi
olevan alkion kanssa. Valitaan alkioksi a jokin n-sykli.

Jos luku n on pariton, niin myos ryhmé A, siséltdd n-syklin. Valitaan
alkioksi a jokin n-sykli.

Jos luku n on parillinen, niin ryhmé& A,, sisaltdd n—1-syklin, missd n—1 >
3, joten se ei ole transpoosi, eikd sen rata voi olla erillinen minkdan ryhmén
A, transpoosin kanssa, silld n — 1-sykli kiinnitt43 vain yhden alkion joukosta
1,...,n. Valitaan alkioksi a jokin n — 1-sykli.
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Kussakin tapauksessa kuvaus ¢(z) = z~'a on lauseen 5.2 nojalla anti-

symmetrinen kuvaus. O

Lauseesta 5.2 seuraa myo0s toinen hyodyllinen tulos.

Seuraus 5.7. Jos ryhmdssi G on olemassa alkio a, jonka sentralisoijan
Ca(a) kertaluku on pariton, niin talloin ryhmdassa G on olemassa antisym-
metrinen kuvaus.

Todistus. Sentralisoija Cg(a) muodostaa ryhmén, jolloin siithen kuuluvien
alkioiden kertaluvut jakavat sentralisoijan kertaluvun. Jos sentralisoijan ker-
taluku on pariton, niin ryhméssd G ei ole olemassa kertalukua kaksi olevaa
alkiota, joka kommutoisi alkion a kanssa. T&ll6in lauseen 5.2 mukaan kuvaus
#(x) = 2~ 'a on antisymmetrinen kuvaus. O

Téamaé seurauslause osoittautuu yllattavan vahvaksi, silld Gallian ja Mul-
lin soveltavat sitd ja yksinkertaisten ryhmien luokittelua [28] todistamaan
seuraavan lauseen.

Lause 5.8. Lukuunottamatta ryhmad Zs, jokaisella dgdrelliselld yksinkertai-
sella ryhmdlld on olemassa antisymmetrinen kuvaus.

Todistus. Airelliset yksinkertaiset ryhmiit jakautuvat seuraaviin luokkiin [5,
sivu 30]:

e Sykliset ryhmét, joiden kertaluku on alkuluku.
e Alternoivat ryhmét.

e Lien tyyppiset ryhmét.

e Sporadiset ryhmét, joita on 26 kappaletta.

Seurauslauseita 5.3 ja 5.6 voidaan soveltaa syklisten ja alternoivien ryhmien
tapauksissa. Seurauslausetta 5.7 taas voidaan soveltaa Lien tyyppisten ryh-
mien ja sporadisten ryhmien tapauksissa, silld néistd kaikista 16ytyy alkio,
jonka sentralisoijan kertaluku on pariton (|20, lause 5.1], [28]). O

Seuraava tulos kertoo, miksi ei-kommutatiivisen ryhmén D5 soveltaminen
tarkistusmerkkijéirjestelmissd on suotuisampaa kuin kommutatiivisen ryh-
mén Zjo kiyttdminen.

Lause 5.9. Dihedraalisilla ryhmillé D,, = {a,bla™ = e,ab = ba~'}, missd
n > 3, on olemassa antisymmetrisid kuvauksia.

Todistus. Olkoon n > 3 pariton kokonaisluku. Naytetddn, ettd kuvaus
¢(a') = a®",  ¢(ba’) = ba’

on antisymmetrinen. Kdydaan lapi kaikki nelja eri vaihtoehtoa, kun = €
{a*,ba'} jay € {a’,ba’ }, missd 4,5 € Zy N [1,n].
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1. x = ba,y = o : Talldin ¢(ba’)a’ = ¢(a’)ba’ < ba't = ba't172 <
a? = e, miki ei ole mahdollista, silld |a| = n.
2. Tilanne x = a',y = ba’ on symmetrinen edellisen kanssa.

3. x = al,y = o/ : Tillsin ¢p(a')a? = ¢(a))a’ & /270 = o2 &
a¥ =% = e, joten n | 2j — 2i = 2(j — ). Koska luku n on pariton, niin
n | j — i, mutta koska j —i < n — 1, niin tdm& on mahdollista vain, jos
1=jeliz=uy.

4. x = ba',y = ba’ : Tallsin ¢(ba')ba’ = ¢(ba’)ba’ & o/t = a7 &
a*=% = e, joten n | 2i — 2§ = 2(i — j). Koska luku n on pariton, niin
n | i — j, mutta koska ¢ — j < n — 1, niin tdm& on mahdollista vain, jos
i=jeliz=y.

Kaikissa sopivissa tapauksissa toteutuu z¢(y) = yo(z) = z = y, joten
kuvaus ¢ on antisymmetrinen kuvaus, kun n on pariton kokonaisluku.

Ryhmille D,,, missd n = 2k jollakin k € Z; > 2, maaritelldan kuvaus ¢
seuraavasti:

ple) = b,

pla) = e,

@) = o' kun 2 <i <k,

o@) = b kimk+1<i<n-—1,
oba’) = o kun 0<i<k—1,
oba’) = ba', kun k<i<n-—2ja

oba" ') = ba.

Tama kuvaus voidaan laskemalla samalla tavoin kuin edelld varmistaa anti-
symmetriseksi kuvaukseksi. O

Ryhmailaajennuksia konstruoitaessa antisymmetristen kuvausten olemas-
saolo vilittyy seuraavasti.

Lause 5.10. Antisymmetristen kuvausten laajennuslause. [20] Olkoon
G ryhmda ja N ryhmdn G normaali aliryhmda. Jos permutaatio ¢ on ryhmdn
N antisymmetrinen kuvaus, sekd permutaatio 1 ryhmdan G/N antisymmet-
rinen kuvaus, niin ryhmdalld G on olemassa antisymmetrinen kuvaus.

Todistus. Normaali aliryhmi N jakaa ryhmén G erillisiin sivuluokkiin. Kiin-

nitetdén jokaisesta sivuluokasta yksi edustaja (katso propositio 2.2) ja mer-
kitdaan niita alkioilla x1,..., 2k, missd k = % Téllgin jokainen ryhmén G
alkio z voidaan esittdd muodossa x = x;n, missid n € N ja x; on sen sivuluo-

kan edustaja, johon alkio = kuuluu. Jos X € G/N, niin merkitéd4n symbolilla
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[X] joukon X N{x1,...,zx} ainoata alkiota. Médritelladn kuvaus 6 : G — G
kaavalla

0(x) = 0(zin) := ¢(n)[p(Nx;)].

Néytetadn, ettd tdma kuvaus on antisymmetrinen ryhméssi G. Olkoon x,y €
G sellaisia alkioita, joille 20(y) = yf(x). Télloin alkiot = ja y voidaan esittad
muodossa x = z;n1 ja y = x;ng joillakin ni,ny € N ja

20(y) = y0(z) & xin1¢(n2)[Y(Nxj)] = zn2¢(n1) [ (Nx;)].

Tehdadn merkinnit my := nid(na) ja ma := nap(ny) ja saadaan yhtilo
zimi[p(Nxj)] = xjma[th(Nz;)).

Koska mi1,mg € N <G, niin m[¢(Nz;)] = [(Nzj)m) ja ma[tp(Na;)] =
[t(Nz;)|mb joillakin m), m, € N, joille my = m joss my = mg. Lisdksi
koska z;[¢(Nzj)] = [Nzi][(Nz;)] = [Nxjp(Nx;)], niin edellinen ehto saa
muodon

[Nzitp(Nxj)lm) = [Najp(Na;)ms,

mikd voi pitdd paikkansa vain jos Nzj9)(Nzj;) = Nzjp(Nax;) ja m) = mb,.
Koska permutaatio ¢ on antisymmetrinen ryhméssd G/N, niin ensimméinen
ehto voi pitdd paikkansa vain jos Nx; = Nz; eli x; = ;. Samoin ehdosta
m/, = m/, seuraa, ettd ny; = no, silld kuvaus ¢ on antisymmetrinen ryhméssé
N. Téaten z = y, miki todistaa, ettd permutaatio # on antisymmetrinen
kuvaus ryhméssi G. O

Seuraus 5.11. Jos A ja B ovat ryhmid, joilla molemmilla on olemassa an-
tisymmetrinen kuvaus ja kuvaus w on homomorfismi ryhmdlté B ryhmdn A
automorfismiryhmdlle, niin puolisuora tulo G = A X, B sisdltid antisym-
metrisen kuvauksen.

Todistus. Proposition 2.16 mukaan ryhmélli G on olemassa aliryhmi A’ =
{(a,ep) : a € A}, joka on isomorfinen ryhmén A kanssa ja normaali ryhmés-
s G. Lisdksi tekijaryhmi G /A’ on isomorfinen ryhmén B kanssa. Oletusten
mukaan molemmilla ryhmilld on olemassa antisymmetrinen kuvaus, joten
laajennuslauseen mukaan ryhmélld A x, B on myos olemassa antisymmet-
rinen kuvaus. O

Seuraus 5.12. Jos A jo B ovat ryhmid, joilla molemmilla on olemassa
antisymmetrinen kuvaus, niin myds ryhmdlld A X B on antisymmetrinen
kuwvaus.

Todistus. Valitsemalla edellisessé lauseessa ryhmahomomorfismiksi identi-
teettikuvauksen, puolisuora tulo A x, B vastaa ryhmien suoraa tuloa A X
B. O
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Adrellisen ryhmin G sanotaan olevan nilpotentti ryhmd, jos se on raken-
teeltaan suora tulo sen omista Sylowin p-aliryhmistdén. Antisymmetristen
kuvausten laajennuslauseen ansiosta myos nédiden ryhmien tapaukset tunne-
taan tarkasti.

Seuraus 5.13. [20] Adrelliselli nilpotentilla ryhmilli G, jonka Sylowin 2-
aliryhmd on triviaali tai ei-syklinen on olemassa antisymmetrinen kuvaus.

Todistus. Lauseen 5.3 mukaan kaikilla ryhmén G Sylowin p-aliryhmill&, jois-
sa p on pariton, on olemassa antisymmetrinen kuvaus. Lauseen 5.5 mukaan
ryhmén G Sylowin 2-aliryhmall4, jos se ei ole triviaali, on olemassa antisym-
metrinen kuvaus. Nilpotentti ryhmé on suora tulo sen Sylowin aliryhmisti,
joten seurauksen 5.12 nojalla ryhmélld G on my6s olemassa antisymmetrinen
kuvaus. O

Edellisten tulosten pohjalta J.A. Gallian ja M.D. Mullin esittivit vuoden
1995 julkaisussaan Groups with anti-symmetric mappings [20] seuraa-
van johtopaétoksen.

Konjektuuri 5.14 (Gallian, Mullin). Jokaisella ei-kommutatiivisella ryh-
mdlld on olemassa antisymmetrinen kuvaus.

Tata konjektuuria ei ole vieldkddn tiettavisti ratkaistu. Vuonna 1997 S.
Heiss pystyi todistamaan sen paikkansapitivyyden ratkeavien ryhmien ta-
pauksessa [31].

Lause 5.15 (Heiss). Jokaisella ratkeavalla ei-kommutatisvisella ryhmdlld on
olemassa antisymmetrinen kuvaus.

T&man lauseen todistus perustuu tekniseen tapauskohtaiseen analyysiin
ja se sivuutetaan tassi.
O]
Mielenkiintoisesti tétéd aihetta tutkiessa l6ytyi ainakin R.H. Schulzin [32],
G.B. Belyavskayan ja A. Diordievin [33] sekd G.B. Belyavskayan, V.I. Izbas-
hin ja V.A. Shcherbacovin [34] julkaisut, jotka mainitsevat Heissin todista-
neen myds yleisen tapauksen vuonna 1999 preprint-tekstissi Antisymmet-
ric mappings for finite groups [35]. Schulz kirjoittaa my6hemmaéssd jul-
kaisussaan [7] tdmén tiedon olevan perdisin vuonna 1997 Itévallassa Grazissa
pidetystd DMV-OMG -kongressista, jossa Heiss ilmoitti todistaneensa Gal-
lianin ja Mullinin konjektuurin oikeaksi. Kysyttdessd asiaa henkilckohtai-
sesti elokuussa 2010 [36], Schulz kuitenkin mainitsi, ettei hén ole vieldk&dn
tietoinen Heissin todistuksen julkaisusta. Tosin tulosten 5.8, 5.10, 5.13 ja
5.15 valossa Gallianin ja Mullinin konjektuurin oikeellisuutta on hyvin vai-
kea epéilld.



Luku 6

Sopivien kuvausten loytaminen

Muodostettaessa uusia tarkistusmerkkijarjestelmid on ryhmén G ja permu-
taation ¢ valinnalla kriittinen rooli. Edellisten kappaleiden teorian pohjal-
ta ymmarretddn paremmin, millaisia ryhmid valita, mutta miten 16ydetdén
sopiva antisymmetrinen tai tdydellinen kuvaus valitusta ryhmaéstd? Tamén
ongelman ratkaisemiseksi on julkaistu vahdn menetelmid, tiettavésti ainoa
tunnettu on L.J. Paigen téydellisid kuvauksia koskevaan tulokseen [21] poh-
jautuva A. Eckerin ja G. Pochin algoritmi [18] melkein taydellisten kuvausten
konstruoimiseksi. Téssé kappaleessa kisitellddn erilaisia toimivaksi todettuja
menetelmid antisymmetristen ja tdydellisten kuvauksien 16ytédmiseksi, sekd
esitetddan naihin pohjautuvien tietokoneajojen tuloksia.

6.1 Taydellinen enumeraatio

Yksittaisen antisymmetrisen kuvauksen 1oytaminen ei vield valttaméatta riita,
koska silld voi olla huono virheentunnistuskyky muissa virheluokissa. Haet-
taessa parasta kaavassa 3.3 kiytettdvad kuvausta & voidaan luonnollisesti
kokeilla 14pi ryhmén kaikki mahdolliset permutaatiot ja valita niistd par-
haan virheentunnistustehokkuuden antava. Dihedraalisten ryhmien tapauk-
sessa tétd lahestymistapaa ovat soveltaneet S. Giese [37] ja S. Ugan [38], jot-
ka luokittelevat dihedraalisesta ryhmaéstd Ds 16ydetyt antisymmetriset ku-
vaukset vahvoihin ja heikkoihin ekvivalenssiluokkiin niiden virheentunnis-
tustehokkuuden mukaan. Namé tulokset on julkaistu myShemmin englannin
kielella R-H. Schulzin artikkeleissa ([32], [39]).

Kaikki permutaatiot lapikiymalla saadaan myds sivutuotteena laskettua
absoluuttinen lukuméaéra ryhmén antisymmetrisille kuvauksille. Yksinkertai-
nen tapa iteroida ryhméan G kaikki permutaatiot 1dpi on muodostaa niinsa-
nottu leksikografinen jarjestys. Tédhén tarvittava koodi I6ytyy esimerkiksi R.
Sedgewickin teoksesta Algorithms [40]. Téllaisen ohjelman rakenne on esi-
telty algoritmissa 1. Symboli id tarkoittaa identiteettikuvausta ja funktio
Succ(p) palauttaa leksikografisessa jirjestyksessid permutaatiota p seuraa-
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Algoritmi 1: Ryhmén antisymmetristen kuvausten tdydellinen enu-

meraatio.
n<+ 0

p <+ id
while p # NULL do
if IsAntiSymmetric(p) then
L ns<n+l
p +Succ(p)
return n

van permutaation tai symbolin NULL, jos sellaista ei ole. Lopuksi ohjelma
palauttaa loydettyjen antisymmetristen kuvausten lukuméérin. Vastaavan-
laisella koodilla voidaan laskea myds kaikki ryhmén sisaltamaét taydellisten
kuvausten ja ryhmaautomorfismien lukumaérit.

T&lla menettelylld voidaan kdyda lapi pientd kertalukua olevat ryhmét
(10 tai vihemmaén alkiota) kohtuullisessa ajassa. Isompien ryhmien késitte-
lyd ei ole mahdollista l&hestya néin naiivisti, silld ryhman permutaatioiden
lukumaéré kasvaa kertomafunktion nopeudella.

Paremman, mutta monimutkaisemman menetelmén esittelee D.E. Knuth
[41, pp. 49-52], jonka on kehittdnyt B.R. Heap. Téssé ajatuksena on muodos-
taa permutaatioista puurakenne, jonka solmuja kuljettaessa voidaan huonot
haarat poissulkea ilman, ettd kaikkia sen sisdltdmis permutaatioita tarvitsee
kisitelld yksitellen. Kyseessd on erddnlainen backtracking-ldhestymistapa.
Knuthin esittelemin algoritmin C++ -kielinen implementaatio 16ytyy liit-
teestd A.

Heapin menetelméin perustuen haettiin sopivia kuvauksia kdytettaviksi
uusissa jérjestelmissd sekd laskettiin yleisimmistd pientéd kertalukua olevis-
ta ryhmista erilaisten kuvausten lukuméarid. Tulokset on esitelty taulukossa
6.1. Taman taulukon vasemmanpuoleinen sarake ilmoittaa kyseessid olevan
ryhmén ja toinen sarake ndyttdd téssd ryhméssd olevien antisymmetristen
kuvausten lukuméaérin. Kolmannessa sarakkeessa on ryhmén tdydellisten ku-
vausten lukumaééré ja neljds sarake ilmoittaa niiden kuvausten lukuméaran,
jotka ovat samanaikaisesti sekd antisymmetrisia ettd taydellisid kuvauksia.

Taulukon viimeisessé sarakkeessa on ilmoitettu sellaisten ryhmén auto-
morfismien lukumairi, jotka ovat samalla my6s antisymmetrisid sekd taydel-
lisid kuvauksia. Téméntyyppiset automorfismit ovat tdrkeéssa roolissa kon-
struoitaessa moninkertaisia tarkistusmerkkijirjestelmia, mutta valitettavasti
monissa ryhmissd niitd ei ole olemassa laisinkaan. Moninkertaisia tarkistus-
merkkijarjestelmié késitelladn luvussa 8.

Vastaavanlaista tutkimusta antisymmetristen kuvausten lukumaéristd on
tehnyt H.M. Damm diplomity6ssaédn [42], missd hén muotoilee erilaisen al-
goritmin ryhmén antisymmetristen kuvausten laskemiselle ja esittelee tdhéin
pohjautuen antisymmetristen kuvausten lukumaéérié pientd kertalukua ole-
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Ryhma Antisymm. Taydell. As. & T. Am, As & T.
|Dy| =4 8 8 8 2
|D3| =6 120 - - -
|D4| =8 1,472 384 256 -
|Ds| = 10 34, 040 - - -
|Dg| = 12 1,412,928 76,032 6,912 -
|D7| =14 100, 229, 976 - - -
|Dg| = 16 6,744,202, 240 62,881,792 | 3,252,224 -
|73 = 4 8 *1 *1 4
|Z3] =8 384 - - 48
|Z3] = 16 244,744,192 *1 *1 5,824
|Z3| = 32 > 2,887, 680 *1 sl 2,887,680
|Z§| = 64 | > 3,498,268,326 *1 *1 > 3,498, 268, 326
|Dicy| = 8 1,152 384 - -
|Dics| =12 | 1,403,136 - - -
|S3| =6 120 - - -
|Ag] =12 1,532,928 46,080 -
|Sy4| =24 > 4,059,515,089 | > 3,545,192 -
|As| = 60 > 410, 809, 281 7 -
|C3] =3 3 *2 - -
|C5| =5 15 52 10 2
|Cr| =7 133 52 28 4
|Co| =9 2,025 52 - -
|Cy1] =11 37,851 52 88 8
|C13] = 13 1,030, 367 *2 4,524 10

49

Taulukko 6.1: Erityyppisten kuvausten lukumé&adrié. 1) N&issd ryhmissd anti-
symimetrisen ja tdydellisen kuvauksen méiritelmat yhtyvét, joten lukumaérat ovat
samoja kuin vasemmanpuoleisessa solussa. 2) Jokaisella tiydelliselld kuvauksella on
parina oma antisymmetrinen kuvaus, joten lukuméiirat ovat samoja kuin vasem-
manpuoleisessa solussa.
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vissa dihedraalisissa ja syklisissd ryhmissd. Tamaéan tyota kirjoitettaessa las-
ketut taulukon 6.1 tulokset yhtyviat Dammin esittdmiin. Liséksi hin nayttaa,
ettd kertalukua n olevan ryhmén G antisymmetristen kuvausten Ant(G) lu-
kuméérille on voimassa yliraja [Ant(G)| < 2 + 2, miki on kuitenkin vali-
tettavan heikko, silld se kasvaa asymptoottisesti yhta nopeasti kuin kokoa n
olevien permutaatioiden lukum&ara.

Laskentakapasiteetin rajat tulevat isommilla ryhmilld nopeasti vastaan.
Taulukon 6.1 merkintd > x tarkoittaa, ettd kyseisentyyppisiad kuvauksia lis-
tattiin ryhmésté ainakin ndin monta, ennen kuin ohjelman ajo katkaistiin
ajanpuutteen vuoksi. Symboli 7 tarkoittaa, ettd ryhmén koko oli liian iso
késiteltdvaksi esitetyilld menetelmilld. Viiva solun kohdalla merkitsee, ettd
kyseisentyyppisia kuvauksia ei ole olemassa kyseisessd ryhmaéssa yhtaan kap-
paletta.

6.2 Eckerin ja Pochin algoritmi

Isoissa ryhmissé kaikkien permutaatioiden taydellinen enumerointi ei ole las-
kennallisesti mahdollista ilman parempaa teoriaa. L.J. Paigen lauseessa 4.6
esitetty tulos on luonteeltaan konstruktiivinen, minks perusteella A. Ecker ja
G. Poch julkaisivat algoritmin [18, pp. 290-293], joka konstruoi misté tahan-
sa Abelin ryhmésté ainakin melkein téydellisen kuvauksen. Téssé kappalees-
sa esitellddn tdma algoritmi pienin muutoksin, jolloin sitd voidaan kayttda
heuristisesti tdydellisen kuvauksen etsimiseen myos ei-kommutatiivisissa ryh-
missd. Vaikka tdlloin algoritmi ei takaa, ettd sen lopputuloksena tuottama
permutaatio olisi tdydellinen kuvaus tai edes melkein tdydellinen kuvaus, niin
kiytdnnossa tamén algoritmin toistettu ajaminen satunnaisella lahtépermu-
taatiolla onnistui 16ytdmé&an taydellisid kuvauksia myos ei-kommutatiivisista
ryhmista.

M. Hall, Jr. julkaisi konstruktiivisen todistuksen [43] tdhdn laheisesti liit-
tyvddn kombinatoriseen ongelmaan, joka on tietylla tavalla yleistys taydel-
lisen kuvauksen konstruointiongelmasta Abelin ryhmissé. Eckerin ja Pochin
algoritmia voitaisiin aivan yhtd hyvin kutsua myds Paigen algoritmiksi tai
Hallin algoritmiksi, mutta tdssd kiytetdan Eckerin ja Pochin nimeé, koska
heidédn artikkelinsa oli ensimmaéinen jossa algoritminen esitystapa oli ekspli-
siittisesti omaksuttu.

Eckerin ja Pochin algoritmi on luonteeltaan ahne algoritmi [44, kappa-
le 16] ja se toimii kolmessa vaiheessa. Ensimméisessé vaiheessa kiinnitetdin
satunnaisesti rakennettavalle tiydelliselle kuvaukselle niin monta arvoa kuin
mahdollista ilman ristiriitaa. Toisessa vaiheessa pyritdan eteneméadn korjaa-
malla syntyvia ristiriitoja yksinkertaisilla kahden alkion vaihdoilla ja kolman-
nessa vaiheessa kokeillaan siirtdd jo padtettyja permutaation arvoja sykliné,
jotta uusi arvo voitaisiin kiinnittda. Namé kolme vaihetta ovat tésmélleen
samat kuin se rakenne, missé lemman 4.6 p#ittely etenee. Abeliaanisessa
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tapauksessa ndiden kolmen vaiheen perittdinen applikaatio tuottaa téydel-
lisen kuvauksen, miki oli lemman 4.6 todistuksen sisilto, ja tdmén takia
sen todistusta ei toisteta tdssi. Samaa menettelyd voidaan soveltaa myos
ei-abeliaanisissa ryhmissa, mutta talloin prosessi on vain heuristinen.
Eckerin ja Pochin algoritmi on kuvattu listauksessa 2 ja siind kiytetdén
seuraavassa esitettdvdd notaatiota. Algoritmi muodostaa kaksi permutaa-
tiota Abelin ryhmén G alkioista, joita merkitddn symboleilla aq,...,a, ja
b1, ..., by. Suorituksen tulosteena on permutaatio §, jonka arvot mairdyty-
vat lausekkeesta 0(a;) := b;. Suorituksen aikana kiytetddn apumuuttujaa r,
joka maardd seuraavat alkiot a, ja b, joiden arvot tullaan kiinnittamaéén.
Vaihe kerrallaan muuttujan r arvoa kasvatetaan yhdelld ja algoritmin suori-
tus padttyy kun r = n. Merkinnén helpottamiseksi kiytetddn apusymboleita

C1,...,Cpn, jotka madrdytyvit kaavalla ¢; := a;b; = a;0(a;). Jokaisen vai-
heen lopussa pétee invariantti ehto ¢; # ¢; V i,5 < r, joille ¢ # j. Alkioita
a1,...,0ar—1 ja by,...,b.—1 sanotaan kiinnitetyiksi alkioiksi. Merkitd&n jil-

jellejaavia ryhmén G alkioiden joukkoja symboleilla A = G\ {a1,...,a,-1}
ja B = G\ {b1,...,b,—1}. Néiden joukkojen alkioita sanotaan vapaiksi
alkioiksi. Alkiot ¢q,...,c.—1 ovat varattuja arvoja, ja vastaavasti alkioita
G\ {c1,...,c—1} sanotaan vapaiksi arvoiksi.

Téamén algoritmin C++ -kielinen toteutus 16ytyy liitteestd B. Kokonai-
suudessaan tdhdn aiheeseen liittyvan ohjelmakoodin pituus oli hieman yli
3500 rivi&, joten muun muassa Eckerin ja Pochin algoritmin toimintaan liitty-
vat testiajot sekd seuraavassa luvussa esitettdvien virheentunnistusfrekvens-
sien laskentaan kiytetty ohjelmakoodi on jatetty listauksesta pois. Koko oh-
jelman ldhdekoodi on saatavilla kirjoittajalta tarvittaessa.
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Algoritmi 2: Ryhmén antisymmetristen kuvausten tdydellinen enu-
meraatio.
Alustusvaihe. Aseta r < 1. Siirry vaiheeseen 1.
Vaihe 1. Jos on olemassa sellaiset alkiot a € A ja b € B, joille
c:= a-bon vapaa arvo, niin valitse a, < a ja b, < b.
Aseta r « r+ 1.
Toista téta vaihetta, kunnes tillaisia alkioita ei enédd 16ydy.
Jos r = n, lopeta suoritus. Muuten siirry vaiheeseen 2.
Vaihe 2. Jos on olemassa sellaiset alkiot a € A ja b € B ja indeksi
1 < r, jolle ab = ¢;, ja jos lisdksi toinen seuraavista ehdoista on
voimassa:

e Jos on olemassa alkio a’ € A\ {a}, jolle a'b; ei ole varattu
arvo, niin korvaa a; < a’ ja tee valinta a, < a ja b, < b.
Aseta r < r 4+ 1. Jos r = n, lopeta suoritus.

e Jos on olemassa alkio V' € B\ {b}, jolle a;V’ ei ole varattu
arvo, niin korvaa b; < ' ja tee valinta a, < a ja b, < b.
Aseta r < r 4+ 1. Jos r = n, lopeta suoritus.

Jos téllaisia alkioita ei 16ydy, niin siirry vaiheeseen 3. Muussa
tapauksessa siirry takaisin vaiheeseen 1.

Vaihe 3. Valitaan mielivaltaiset a € A ja b,V € B.
Tavoitteena on pakottaa seuraavaksi valinnaksi d(a) = b, mutta tdmén
tekemiseksi téytyy korjata ristiriita, silld tulo ab on varattu arvo.
Numeroidaan jo varatut alkiot a; ja b; jarjestyksessd uudelleen siten,
ettd ay ja by ovat ne alkiot, joille a;b; = ab. Jos tulo a1b’ on varattu
arvo, niin olkoon as ja by ne alkiot, joille a;b’ = asbs. Jos asb; on
varattu arvo, niin olkoon a3 ja b3 ne alkiot, joille asb; = asbs.
Jatketaan taté ketjua tarkastelemalla onko a;y1b; varattu arvo, ja
indekstimélld symboleilla a;49 ja b1 niitd varattuja alkioita, joiden
tulo antaa tdmén arvon. Jos ryhméa G on abeliaaninen, niin
paddytédédn lopulta tuloon a;11b;, joka on lemman 4.6 nojalla vapaa
arvo. Talloin tee seuraava vaihtoketju:

V—=by—by— ... >0,

Lopuksi aseta r < r + 1 ja palaa takaisin vaiheeseen 1, jos r < n.
Muuten lopeta suoritus.

Ei-abeliaanisen ryhmén tapauksessa tulona a;y1b; voi esiintya
arvo, joka on tavattu jo aiemmin, tai varatut alkiot tulevat kaikki
kiydyksi lapi, eikd uutta vapaata arvoa loydy. Téalldin voidaan kokeilla
jotain toista alkoiden a, b ja b’ valintaa tai pysidhtyi ja palauttaa
virheen.




Luku 7

Sovellukset

Téssd luvussa esitellddn erilaisia yleisesti kiytossa olevia tarkistusmerkkijar-
jestelmid ja vertaillaan niiden virheentunnistusominaisuuksia edellisissé lu-
vuissa esitetyn teorian pohjalta. Lisdksi luodaan uusia konstruktioita tarkis-
tusmerkkijirjestelmistéd, joiden ominaisuudet eroavat joillain tavoin muista
kasitellyisté.

7.1 Kaytossa olevia jarjestelmii

Seuraavaksi esitetddn maailmalla laajasti kdytossd olevia jirjestelmis seké
Suomessa erityisesti vakiintuneita menetelmii, joista ei tiettévisti ole aiem-
min julkaistu vastaavaa analyysia.

7.1.1 1,3,7 -tarkiste

Suomessa Finanssialan Keskusliitto julkaisee ohjeistusta pankkisiirtojen vii-
tenumerojérjestelmésté [45]. TAdmé jarjestelmé perustuu ryhméaén Zjg, jossa
laskun viitenumeron tarkistusmerkki saadaan painottamalla sydtemerkkijo-
non lukuja jarjestyksessé oikealta vasemmalle kertoimilla 1,7,3,1,7,3,1,...
ja summaamalla ndmé luvut yhteen modulo 10. Tarkistusmerkki a,, on lu-
ku, jolla tdmé& summa saa arvon nolla. Esimerkiksi, jos luku n on kolmella
jaollinen, niin tarkisteyhtdlé on muotoa

a1 +7a3+ ...+ lap—3+ 3an—2+ 7ap—1 + la, =0.

Tama jarjestelmé havaitsee kaikki yksittaisvirheet, mutta valitettavasti
vain 88.9% kaikista vaihtovirheistéd ja 59.3% kaikista kaksoisvirheistd. EAN-
13 -jarjestelmén ohella se on yksi heikoimmista kertalukua 10 olevaan ryh-
méan perustuvista jérjestelmista.

53
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7.1.2 Luhnin modulo 10

Maailmalla ehké yleisimmin kiytettyd menetelméd tarkistusmerkin laskemi-
seen kutsutaan Luhnin modulo 10 -menetelméksi sen keksijin Hans P. Luh-
nin mukaan, joka alunperin kehitti ja patentoi [46] menetelmén ja mekaanisen
koneen tarkistusmerkin laskemiseen vuonna 1954.

Sittemmin tdmé menetelmé on omaksuttu erittdin laajasti, muun muas-
sa suomalaisten pankkien tilinumeroissa [47], matkapuhelinvalmistaja No-
kian puhelinten IMEIl-sarjanumeroissa [48], GSM-puhelinten SIM-korttien
sarjanumeroissa [49] sekd kansainvélisesti luottokorttinumeroiden [15] tarkis-
teena. Luhnin modulo 10 -jérjestelm& on my0s maééritelty kansainvalisessi
ISO/IEC 7064:2003 -standardissa [50]. Tamén jérjestelmén kiyttokohteita
on niin paljon, ettd yksittdisten jarjestelmien sarjanumeromuotoja ei voi-
da téssd kisitelld. Sen sijaan Luhnin modulo 10 -jirjestelmié analysoidaan
yleisessd muodossaan.

Téssd menetelméssi operoidaan ryhméssid Zig kiyttien seuraavaa per-
mutaatiota d:

Syotemerkkijonon ajas...a,—1 tarkistusmerkki madrdytyy alkiona a,,
joka toteuttaa seuraavan yht&lon:

n 4+ 0ap_1+ ap—o+dap_3+ ...+ daz + a1 =0, jos n on pariton.

Gn + 0Gn_1+ ap—2+d0an_3+ ...+ as + da; = 0, jos n on parillinen.

Luhnin laskentakaava ei siis noudata valintaa d; := %, kuten yhtalossi
3.3. Téssd jarjestelmissd 0;6,_1 = & tai (52-5;11 = ¢! riippuen indeksin 4
pariteetista. Ryhmén Z,y valinnasta johtuen tiedetdén, ettd kuvaus & tai
51 ei ole tdydellinen eiki antisymmetrinen kuvaus, joten tim3 jirjestelms
el tunnista kaikkia transpositiovirheitd eikd kaksoisvirheité.

Koska Luhnin menetelméssa toimitaan abeliaanisessa ryhméssé ja syote-
merkkijonon joka toiseen merkkiin kohdistetaan tésmaélleen sama permutaa-
tio ennen summausta (id tai 0 indeksisté riippuen), niin tdmé jarjestelm ei
pysty tunnistamaan yhtaka&n hyppyvaihtovirhetta.

7.1.3 Geometrinen modulo 11

Luvussa 3 esiteltiin esimerkkind maailmalla laajasti kiytetty ISBN-10 -jar-
jestelméd, jossa kiytetddan modulo 11 -laskentaa. Tatd modulusta voidaan
kiyttda rakentamaan hieman erilainen tarkistusmerkkijirjestelmé, joka ky-
kenee tunnistamaan kaikki kaksoisvirheet ja foneettiset virheet, mitd ISBN-
10 -jérjestelma ei tee. Tamén jarjestelmén esitteli D. F. Beckley [17] ja siind
kiytetddn syotemerkkijonossa numeroita 0,...,9 sekd tarkisteessa ylimaa-
raistd symbolia X korvaamaan lukua 10. Toisin kuin ISBN-10 -jarjestelma,
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tdma jarjestelmd kdyttdd vain yhtd permutaatiota d ja perustuu yhtdléon
3.1. Permutaatio § madritelladn kaavalla

0(x) = 2.

Tata jérjestelmédd kutsutaan geometriseksi jarjestelméksi, koska permu-
taation § kertoimen kaksi takia syétejonon lukujen painokertoimet kasvavat
geometrisesti 1,2,4,8, .. ..

Tamén geometrisen modulo 11 -jarjestelmén analyysi tapahtuu kuten
seuraavassa kappaleessa esitettdvin suomalaisen henkilotunnusjirjestelmén
tapauksessa.

7.1.4 Suomalainen henkil6tunnusjirjestelméa

Viestorekisterikeskus hallinnoi Suomessa henkildiden tunnistamisjirjestel-
méd [11]. Jokaiselle kansalaiselle annetaan oma henkilétunnus, joka on muo-
toa

dldgmlTTLleyQ — ajazasc, missa

e dyds on henkildn syntymépdiva valilta 01, ..., 31.
e mime on henkilon syntyméakuukausi valilta 01,...,12.

e y1y2 on henkilén syntymévuoden kaksi viimeistd numeroa vililtd
00,...,99.

e ajasas on viestorekisterikeskuksen henkil6d yksiléiva numerosarja
valilta 000, .. .,999.

e luku c on henkil6tunnuksen tarkistemerkki, jossa merkitdan kirjaimilla
tiettyjd lukuja seuraavasti: 0 =0,1=1,...,9=9,10=A4, 11 = B,
o, 1b=F 16=H,17T=J,...,21 = N,22=P, 23 =R, ...,
30 = Y. Kirjaimet G, I, O ja @ jitetddn kiyttdmitta sekaannusten
valttamiseksi.

Yksinumeroisiin paiviin, kuukausiin ja vuosiin lisdtdan eteen numero nol-
la, jotta jokainen kenttd on aina kaksinumeroinen luku. Esimerkiksi helmi-
kuun viidentend péivind vuonna 1909 syntynyt henkild saisi henkildtunnuk-
sen, jonka alkuosa on 050209—.

Tarkistemerkin c laskenta tapahtuu kisittelemélla syStemerkkijonoa lu-
kuna kymmenkantajirjestelméssé ja hakemalla sen edustaja jakojadnnosluo-
kasta Zs;. Télloin luku ¢ saa sen arvon 0 < ¢ < 30, joka on kongruentti luvun
didomimeyiy2a1a2as kanssa modulo 31. Téméa mahdollisesti kaksinumeroi-
nen luku muutetaan yhdeksi symboliksi kiyttden apuna kirjaimia kuten ylla
on esitetty.
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Kayttden aiempien kappaleiden teoriaa, tdmé jarjestelmé voidaan esittaé
tarkistusmerkkiyhtalon 3.3 avulla seuraavasti.

¢ = didaymimayiyeaiazas (mod 31) &
¢ = 10%d; +107dy + 10%m + ... + 10%a; 4 10ay + a3 (mod 31) &
c = 8%y +67dy+ 6%my + ... + 8%a1 + das + as (mod 31),

missd §(x) = 10z (mod 31) = z 4+ x + ...+ x tai multiplikatiivisesti syklistd
ryhméi Zs; tulkiten 6(z) = 219, T#ssi lausekkeessa permutaation § potenssit
kasvavat oikealta vasemmalle pdin, mutta tdma on vain merkinnéllinen ero.

Témén jarjestelmén analysoiminen on helppoa edelld esitetyn teorian
pohjalta. Ryhma Zs; on syklisend ryhmané kommutatiivinen. Koska 10 L 31,
niin kuvaus § on ryhmén Zs; automorfismi. Lisdksi 11 L 31, joten lemman
4.1 nojalla kuvaus é on myos tidydellinen kuvaus. Samoin lemman 5.1 mukaan
kuvaus § on antisymmetrinen kuvaus, silld 9 1 31.

Lisiksi 62(x) = 22" ja koska 19 L 31, 20 L 31 ja 21 L 31, niin myds
kuvaus 62 on ryhmén Zs; tiydellinen seki antisymmetrinen automorfismi.

Itse asiassa kuvauksen § kertaluku on 15 ja voidaan laskea, ettd kuvaus
5% on sekd tiydellinen ettid antisymmetrinen automorfismi kaikilla 1 < i <
15. Siten tdmé jérjestelmd tunnistaa myos kaikki yleiset vaihtovirheet ja
kaksoisvirheet (ks. lause 7.3).

7.1.5 Verhoeffin Ds-jarjestelméi

Kuten lauseen 4.10 pohjalta tiedetéddn, niin ryhméssé Zig ei ole olemassa
antisymmetrisid eikd tdydellisid kuvauksia, mikd estdd vaihto- ja kaksois-
virheiden tunnistamisen taydellisesti. Taméin ongelman korjaamiseksi ei ole
kuitenkdan vilttamatonta siirtyd isompaa kertalukua olevaan ryhmaéén, silla
sen sijasta voidaan kiyttdd ei-kommutatiivista kertalukua 10 olevaa dihe-
draalista ryhméaé Ds.

Vuonna 1969 J. Verhoeff julkaisi ryvhméén Ds perustuvan tarkistusmerk-
kijarjestelmén [16]. Téssd ryhméssi on olemassa useita antisymmetrisid ku-
vauksia. Kappaleessa 6.1 esitetyllad tietokonehaulla niitd 16ydettiin kaiken-
kaikkiaan 34,040 kappaletta (taulukko 6.1). J. Verhoeffin jirjestelméssi kiy-
tetddin yhtd permutaatiota ¢ ja tarkisteyhtilod 3.2, missi §; = §°, kun
1<i<n-—1jad" =id Numerot 0,...,9 koodataan ryhmén Dj5 alkioiksi
kuten on esitetty taulukossa 7.1. J.Verhoeff valitsi ryhmén Ds permutaa-
tioista kdytettaviksi seuraavan kuvauksen o:

9=1(0,1,5,8,9,4,2,7)(3,6)

Permutaatio § on antisymmetrinen kuvaus, joten se tunnistaa kaikki vaih-
tovirheet. Kaikkia kaksoisvirheité se ei kuitenkaan pysty tunnistamaan, silla
se ei ole taydellinen kuvaus. Itse asiassa ryhmé&én Dy perustuen ei voidakaan
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O—e 5+—b
l—a | 6—ba
2 a? | 7 ba?
3 a® | 8+ ba®
4 a* | 9 ba*

Taulukko 7.1: Lukujen 0O,...,9 upottaminen ryhmén Dj5 alkioiksi.

AG5565T4T G4

TAUSEND DEUTSCHE MARK

Kuva 7.1: Saksalaisissa pankkiseteleissa kiytettiin vuodesta 1990 ldhtien Ver-
hoeffin Ds-jarjestelmdd. Kuvan ldhde: [51].

rakentaa jarjestelméd, joka tunnistaisi kaikki kaksoisvirheet, silld lauseen
4.13 mukaan téssi ryhméssa ei ole olemassa yhtaén taydellistd kuvausta.

Saksan kansallispankki (Deutsche Bundesbank) otti vuonna 1990 kiyt-
toon pankkiseteleissddn Verhoeffin jirjestelmén [52]|. Seteleiden tunnisteet
ovat 11 merkkié pitkid numerosarjoja, joiden viimeinen luku on tarkiste. Lu-
kujen lisdksi kiytetdin kirjaimia A, D, G, K, L, N, S,U,Y, Z, jotka vastaavat
numeroita 0,...,9. TAmé jarjestelmé pysyi kiytossd vuoteen 2002 asti, jol-
loin euro syrjaytti Saksan markan.

Esimerkki. Kuvassa 7.1 esitetyn setelin sarjanumeron AG5565747G4 voi
tarkistaa oikeaksi laskemalla Verhoeffin kaavalla

5(0)82(2)5%(5)64(5)8°(6)0%(5)67 (7)85(4)6°(7)610(2) - 4 =
1.0-4-2.3-0-2-4-0-0=0,

mistéd tulos on nolla, kuten pitdikin. Téassd kohden on syytd huomauttaa,
ettd tarkistusmerkkijérjestelmé ei ole turvaominaisuus, eli silla ei voi estéda
setelien vidrentamista.

Lis&ksi Verhoeffin tarkistusmerkkijérjestelmé on kiytossd ainakin ladke-
tieteellisessi SNOMED Clinical Term Identifier -referenssinimitermistossa
[53].
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7.1.6 Mod97-10 -tarkiste

Pankkien kansainvilisen rahaliikenteen helpottamiseksi on kehitetty yhte-
ndinen IBAN-pankkitilinumerointi [12], jossa kdytetdan ISO/TEC 7064-stan-
dardin [50] mukaista tarkistetta. Ta&maé tarkiste toimii kertalukua 97 olevas-
sa syklisessd ryhméssd ja tarkisteen laskenta tapahtuu samalla tavalla kuin
HETU-jarjestelmassa tulkitsemalla numerosarjaa kymmenlukujérjestelmén
lukuna, mutta modulon 31 sijasta lasketaan jakoja&dnnos luvusta 97. Tama
luku on valittu siksi, ettd se on suurin lukua 100 pienempi alkuluku.

IBAN-tilinumerot sisaltdvat myos maa- ja pankkitunnisteena kirjaimia,
jotka muutetaan kaksinumeroisiksi luvuiksi sdanndolla

A—10,B—11,...,Z — 35.

Téamé aiheuttaa hieman kompleksisuutta jérjestelmén analyysiin, silld kir-
jaimen muuttaminen luvuksi tarkoittaa yhden symbolin korvaamista kahdel-
la, mikd kasvattaa kaikkien kirjainta vasemmalla puolella esiintyvien luku-
jen kerrointa 10-kertaiseksi. Témé aiheuttaa muun muassa sen, ettd IBAN-
jarjestelméd ei havaitse vaihtovirheitd Bl <» 1B, M1 < 1M, X1 < 1X tai
kaksoisvirheitd 11 <+ RR,44 < BB,88 < M M. Toisaalta tdmé ei valtti-
métta ole iso ongelma, sillé ne indeksit, joissa kirjaimia esiintyy ovat ennalta
madrattyja ja kirjainyhdisteet tunnettuja, jolloin osa niissé tapahtuvista vir-
heisté voidaan tunnistaa muilla keinoin. Esimerkiksi maakoodin F'I muun-
tuminen vaikkapa koodiksi ET tiedetdfin hylatd ilman tarkistusmerkkidkin,
silld maakoodia FET ei ole rekisterdity.

Téamén kirjaimiin liittyvan ominaisuuden takia modulo 97-jdrjestelmén
virheentunnistuskykyé kokeiltiin kahdessa eri muodossa. Mod97-10 -jérjes-
telméksi kutsutaan menettelyd, jossa ei kiytetd kirjaimia ollenkaan. IBAN-
jarjestelméksi taas kutsutaan Mod97-10 -jarjestelmén versiota, jossa kirjai-
met ovat sallittuja.

Mod97-10 -jirjestelmén virheentunnistuskyky on erittdin vahva ja se tun-
nistaa kaikki yksittaisvirheet, vaihtovirheet, kaksoisvirheet, foneettiset vir-
heet seki yleiset kaksois- ja vaihtovirheet. Namé ominaisuudet seuraavat sa-
malla paattelylla kuin HETU-jarjestelmén yhteydessa, silla 10 L 97. Mod97-
10 -jdrjestelmd tunnistaa myos lihes kaikki (97.9%) kahden yksittéisen mer-
kin muutokset, mikd johtuu luvun 97 suuruudesta verrattuna lukuun 10.
Kaikkien kahden yksittdisvirheen tunnistaminen ei ole kuitenkaan mahdol-
lista, koska 97 < 102.

Luvun 97 sijasta voidaan tietenkin kiyttdd mitd tahansa muuta alkulu-
kua, jolloin saadaan kaikki taulukon 3.1 virheet tunnistava jarjestelma. Alku-
luku 37 voi olla erityisen mielenkiintoinen, jolloin voidaan kiyttda symboleja
{0,...,9,A, ..., Z «}. Tallaista jirjestelmad késitelldan esimerkiksi Eckerin
ja Pochin artikkelissa [18].
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7.2 Uusia konstruktioita

Téssd kappaleessa esitetddn uusia jarjestelmid, jotka voisivat olla kiyttokel-
poisia vaihtoehtoja vakiintuneille menetelmille.

7.2.1 Elementaarinen Abelin 2F-ryhméi

Tarkastellaan ryhmidd Go = Zo X Zo X Zo X Zso, joka on kommutatiivi-
nen ryhmi. Jokainen tdmin ryhmin G alkio voidaan esittdd monikkona
(a1, az2,as,a4), missi a; € {0,1}. N&ita alkioita on luonnollista tulkita hek-
sadesimaalilukuina luvun (ajagasas)e kardinaliteetin mukaan.

Téassa ryhméssé sopivien kuvausten etsiminen on hieman helpompaa, kos-
1 aina, kun = € Ga, jolloin lause 4.2 voidaan esittii yksinkertai-
semmin seuraavasti.

ka x = 2~

Lemma 7.1. Olkoon G Abelin ryhmd, jossa x = x~! aina, kun = € G.

Permutaatio 0 on antisymmetrinen kuvaus tdsmdlleen silloin kun se on tdy-
dellinen kuvaus.

U
M. Niemenmaa [54]| ndytti, ettd ryhmén G2 automorfismi

P((a7 bv ¢ d)) = (a+b7 ) d7a)7

seki sen nelit P? ovat antisymmetrisii ja tdydellisid kuvauksia, ja siten kap-
paleessa 3.3.2 esitettyjen ehtojen mukaan P havaitsee kaikki yksittéisvirheet,
vaihtovirheet, kaksoisvirheet, hyppyvaihtovirheet ja hyppykaksoisvirheet.

Tamai jarjestelmd havaitsee 7/8(87.5%) foneettisista virheistd. Muunnos-
ta 18 — 80 ei havaita, silla

1+P(8) = 1+P((1,0,0,0)) =(0,0,0,1)4+(1,0,0,1) = (1,0,0,0) = 8+ P(0).
Tietokonehaun tuloksena 16ydettiin automorfismi
Q(a,b,c,d) = (a+b+c,d,a,a+Db),

joka havaitsee samat edelld esitetyt virheet kuin kuvaus P, mutta lisiksi
tunnistaa myods kaikki foneettiset virheet.
Automorfismeilla P ja @ on muitakin virheentunnistusominaisuuksia.

Lemma 7.2. Olkoon G Abelin ryhmd ja kuvaus 6 jokin sen automorfismi ja
taydellinen kuvaus. Tdlloin 0 ei kiinnitd yhtddn ryhmdn G kertalukua kaksi
olevaa alkiota.

Todistus. Jos 6 kiinnittéisi jonkin kertalukua kaksi olevan alkion x € G, eli
6(x) = z, niin 26(x) = 2> = e = ef(e), miki on ristiriita, silli x # e. O
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Olkoon G < S, jokin permutaatioryhmi, joka operoi joukon X alkoita.
Joukon X alkioille voidaan méaaritelld relaatio = seuraavasti:

a=bedgeGigla)=0.

T&mé relaatio on ekvivalenssirelaatio (symmetrinen, refleksiivinen ja tran-
sitiivinen). Tall6in relaation = muodostamia joukon X ekvivalenssiluokkia
sanotaan permutaatioryhmén G radoikst.

Lause 7.3. Olkoon 0 ryhmdn Go automorfismi ja tdydellinen kuvaus ja k > 1
permutaation 0 lyhimmdn ei-triviaalin radan pituus. Tdlloin 60 on taydelli-
nen kuvaus aina, kun i < k.

Todistus. Olkoon i < k,i € Z4. Jos x,y € Gy ovat sellaisia alkioita, joille
r+01(x) = y+0'(y), niin z+y = 0°(z+y), eli & kiinnittii alkion x+y. Koska
1 < k, niin alkio z + y kuuluu johonkin kuvauksen 6 triviaaleista radoista,
mutta edellisen lauseen nojalla vain identiteettialkio tulee kyseeseen. Siten
x =y, eli kuvaus 6’ on tiydellinen kuvaus. O

Edellé esitetyt automorfismit P ja @) ovat molemmat 15-sykleja, joten
niiden kertaluku ja lyhimmén ei-triviaalin radan pituus on 15. Siten kaikki
automorfismit P, Q%, 1 < i < 14 ovat ryhmén G tiydellisid kuvauksia. Tés-
téd seuraa, ettd automorfismit P ja () havaitsevat kaikki yleistetyt transposi-
tiovirheet seki yleistetyt kaksoisvirheet siind tapauksessa, ettd niiden merk-
kien etdisyys syotemerkkijonossa, joissa tdmé virhe tapahtuu ei ole luvun 15
monikerta.

7.2.2 10/16 -jirjestelmi

Ailemmin esitetyistd jirjestelmistd ISBN-10 -menetelmissd syotemerkkijo-
noissa kiytetdan vain kymmenta ryhméin Z,; yhdestétoista alkiosta. IBAN-
menetelmd on samanhenkinen ja siind sydtemerkkijonot koostuvat myos vain
numeroista 0,...,9, vaikka tdssi jirjestelmissd toimitaan ryhmdissid Zgr.
Taéllaisilla ryhmén osajoukkoon perustuvilla menetelmilld on selked etu sel-
laisiin menetelmiin verrattuna, joissa seké syotemerkit ettd tarkistemerkki
kiyttéavat samaa aakkostoa. Tédméa johtuu yksinkertaisesti siitd, ettd kos-
ka tarkistemerkki voi saada useamman arvon verrattuna syotemerkkeihin,
on virheen sattuessa tarkistefunktion térmiyksen vaara pienempi. HETU-
jarjestelméssd kiytetddan lukujen O,...,9 jatkeena kirjaimia symboloimaan
merkkejd 10,...,30, jolloin tarkiste voidaan kirjoittaa kiyttden vain yhtd
merkkid. Lisdksi téllaisella menettelylld on ihmismuistin kannalta tietty etu,
silld numeroista koostuvat merkkijonot, jotka pédttyvit (mahdollisesti) kir-
jaimeen voivat olla helpompia muistaa.

Niiden havaintojen seké edellisen kappaleen heksadesimaalijérjestelmén
innoittamana on kehitelty tdmé 10/16 -jarjestelmé. Téssé jérjestelméssé toi-
mitaan elementaarisessa Abelin ryhmiissi Z3. Sydtemerkkijonoissa kilytetiin
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vain lukuja 0, ...,9, mutta tarkistemerkki voi olla mikii tahansa ryhmin Zj
kuudestatoista alkiosta. Tarkistemerkki voidaan koodata kiyttden symbolei-
ta 0,...,9,A, B,C,D, E, F tai vaihtoehtoisesti vaikkapa kiyttden kirjaimia
A B,C,D,E,F,G,H,J K,L,M,N,O,P,Q.

T&han menetelméiidn kiytettdva permutaatio haettiin ohjelmallisesti kai-
kista ryhmin Z3 automorfismien joukosta, joita on ryhmissi Z3 20, 160 kap-
paletta. Néistd taulukon 6.1 mukaan 5,824 on sellaisia, jotka ovat myos sa-
malla téydellisia sekd antisymmetrisid kuvauksia. Niiden joukosta virheen-
tunnistusominaisuuksiltaan parhaimmaksi osoittautui permutaatio

51 = (0)(12AEF D796 BC5384),

joka on kertalukua 15 oleva antisymmetrinen ja tdydellinen automorfismi.
Mielenkiintoisena yksityiskohtana haussa l6ytyi vain kaksi muuta automor-
fismia dy = (0)(124936 DASBTFECS81) ja 03 = (0)(1C3BA65E4279DF8),
jotka eivit olleet vertailtavissa permutaation §; kanssa, kun kriteerind oli
seuraavassa kappaleessa esitettdvien taulukoiden 7.2 ja 7.3 siséltdmien vir-
heluokkien tunnistusfrekvenssit.

Seuraavassa luvussa kisitellidn kahden yksittdisvirheen tunnistustehok-
kuuden ylirajaa ja siini esitettiivin lauseen mukaan ryhmiin Z3 perustuva
jarjestelmé tunnistaa noin 94.1% tamaéan virheluokan virheisti. Koska tdmé
10/16 -jarjestelmd kiyttdd syotteessd vain kymmenti ryhmén kuudestatoista
alkiosta, niin kahden yksittéisvirheen tunnistustehokkuus havaittiin olevan
hieman parempi, noin 94.7%.

7.2.3 10/32 -jirjestelmi

Elementaarisen Abelin ryhmin Zj sijasta voidaan myds kiyttds ryhmai Z3.
Téamén ryhmin soveltaminen on kitevéi, sillda numerot 0,...,9 ja kirjaimet
A. ..., Z riittdvit vield 32 eri merkin esittdmiseen. Muuten menettely tapah-
tuu tédsmélleen samoin kuten edella.

Tahén jarjestelm&dn valittiin sopiva automorfismi myds ohjelmallisesti
ryhmiin Z3 kaikkien automorfismien joukosta, joita on 9,999, 360 kappaletta.
Niistd 2,887,680 on samanaikaisesti sekd antisymmetrisid ettéd tdydellisii,
joista tietokonehaku paétyi seuraavaan permutaatioon

0 = (1)(2,24,26,21,11,7,16,27,8,25,4,20,19,6,29,9,
3,5,12,18,23,15, 14, 31, 13, 10, 22, 30, 32, 3, 8, 17),

joka on kertalukua 31 oleva tédydellinen ja antisymmetrinen automorfismi.

7.3 Virheentunnistustehokkuus

Edellisessé kappaleessa 7.1 esitetyt jarjestelmét eroavat paljon virheentunnis-
tusominaisuuksiltaan. Teorian pohjalta voidaan selvittaa, milloin jarjestelma
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Jarjestelma |G’ ab—ba | aa — bb | acb — bca | aca — beb | a0 < la
EAN-13 10 88.9% | 88.9% 0% 88.9% 100%
1,3,7 10 88.9% | 59.3% 88.9% 59.3% 100%
Luhn mod 10 10 97.8% | 93.3% 0% 88.9% 87.5%
Verhoeft Dy 10 100% | 95.6% 94.2% 94.2% 87.5%
ISBN-10 10/11 | 100% | 88.9% 100% 100% 88.9%
Geom. mod 11 | 10/11 | 100% 100% 100% 100% 100%
Niemenmaa 16 100% 100% 100% 100% 87.5%
Niemenmaa-2 16 100% 100% 100% 100% 100%
10/16 10/16 | 100% 100% 100% 100% 100%
HETU 10/31 | 100% 100% 100% 100% 87.5%
10/32 10/32 | 100% 100% 100% 100% 100%
IBAN 36/97 | 99.6% | 99.5% 99.6% 99.6% 100%
Mod97-10 10/97 | 100% 100% 100% 100% 100%

Taulukko 7.2: Yksinkertaisten virheiden virheentunnistusfrekvenssit.

Jarjestelma ax —ya | a.b—b.a | ab.cd = cd..ab | a.a = b.b | a.b— c.d
EAN-13 91.1% | 44.4% 39.5% 88.9% 90.9%]
1,3,7 91.1% | 59.3% 52.7% 69.1% 90.9%!
Luhn mod 10 | 90.2% | 48.9% 44.6% 91.1% 90.9%"
Verhoeff Dy 90.0% | 94.2% 89.7% 94.2% 90.9%!
ISBN-10 91.1% 100% 90.0% 88.9% 91.8%
Geom. mod 11 | 91.1% 100% 90.0% 100% 91.7%
Niemenmaa 93.8% | 100%? 93.3% 100%?2 94.1%?!
Niemenmaa-2 | 93.8% | 100%>2 93.3% 100%2 94.1%!
10/16 94.4% | 100%?> 93.3% 100%> 94.7%
HETU 97.6% 100% 97.2% 100% 97.7%
10/32 97.8% | 100%3 97.2% 100%3 97.7%
IBAN 99.1% | 99.6% 98.9% 99.6% 99.0%
Mod97-10 100% 100% 99.9% 100% 97.9%

Taulukko 7.3: Yleistettyjen virheiden tunnistusfrekvenssit. 1) Késitelldsin seu-
raavassa luvussa. 2) 100% kunhan indeksien etiisyys, joissa virhe tapahtuu, ei ole
luvun 15 monikerta, ks. lause 7.3. 3) 100% kunhan indeksien etdisyys, joissa virhe
tapahtuu, ei ole luvun 31 monikerta.
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tunnistaa kaikki tietyntyyppiset virheet, mutta virheentunnistusominaisuu-
den puuttuessa teorian perusteella ei voida sanoa, kuinka ldhelle taydelli-
syyttd menetelmi pidsee. Varsinkin kertalukuun kymmenen perustuvissa
jarjestelmissd on merkittavia kiytadnnon eroja.

Kaikki edelld esitetyt menetelmét toteutettiin tietokoneohjelmana, jos-
sa kaytiin ldpi kattavasti jokaista virheluokkaa kohden kaikki mahdolliset
virheet. Jokaista menetelmé&i ja virheluokkaa kohden laskettiin kuinka ison
osan kaikista tdmén tyypin virheistd menetelmé tunnistaa. Tulokset on esi-
telty taulukoissa 7.2 ja 7.3. Jokainen niissi taulukoissa esitettéva menetelmd
tunnistavaa kaikki yksittaisvirheet, joten niiden tunnistusfrekvenssid ei ole
merkitty. Taulukon 7.2 toinen sarake kertoo, kuinka montaa alkiota kysei-
sessé tarkistusmerkkijérjestelméssi kiytetdan. Merkinta x/y tarkoittaa, ettéd
jarjestelmén syotemerkkijonossa kiytetddn x kappaletta eri alkioita, mutta
tarkisteluvulla voi olla y eri arvoa. Téllaisen menettelyn tehokkuus on ilmei-
nen esimerkiksi IBAN-jirjestelmén yhteydessi, silli se tunnistaa jopa 98.3%
kaikista kahdesta yksittdisvirheesté.

Teorian nayttdmé kertalukua 10 olevien abeliaanisten ryhmien puutteet
voidaan lukea téstéd selvéisti. Nédiden ongelmien kiertdmiseksi esiteltiin kak-
si jarjestelmid, Verhoeffin ryhméén Dy perustuva menetelmi seké ISBN-10
-jirjestelmd. Nama molemmat toimivat kertalukuun 10 perustuvia jérjestel-
mid paremmin.

Taulukon 7.3 viimeisessé sarakkeessa kohdissa 1) toistuvat samat luvut,
miki ei ole sattumaa. Tat4 ominaisuutta kisitellisin seuraavassa luvussa.



Luku 8

Useampi tarkistusmerkki

Lukujen 4 ja 5 pohjalta tiedetddn paremmin, millaisia ryhmid kannattaa
tarkastella uusia jarjestelmia rakennettaessa. Edellisen luvun kokeelliset tu-
lokset néyttivat, ettd mikddn yhden tarkistusmerkin jarjestelmé ei kykene
tunnistamaan kahta yksittaisvirhettd. Téssé luvussa tutkitaan tata rajoitet-
ta hieman tarkemmin, sekd konstruoidaan uusia esimerkkeja tarkistusmerk-
kijarjestelmille, joilla tdmé rajoite voidaan ohittaa.

8.1 Graafien viarityksista

Tarkistusmerkkijarjestelméan ominaisuuksia voidaan tarkastella elementaari-
sen graafiteorian avulla. Tém& mahdollistaa kaikkiin tarkistusmerkkijérjes-
telmiin liittyvien tiettyjen rajoitteiden tunnistamisen.

Madritelméi 8.1. Graafi on pari (V, E), missi V' on joukko, jonka alkioita
sanotaan graafin solmuiksi ja E C V XV on joukko, jonka alkioita sano-
taan graafin viivoiksi. Joukolle E pitee ehto ¥ vi,v9 € V : (v1,v2) € E =
(v2,v1) € E.

Tarkistusmerkkijarjestelméd kuvataan seuraavan ongelman kautta.

Maéiritelmi 8.2. Graafin R = (V, E) vdritys on funktio c: V — C. Joukkoa
C sanotaan graafin vdreikss.

Olkoon G(V, E) graafi ja ¢ sen véritys. Télloin tdméan graafin viivat voi-
daan jaotella oikein wvdritettyjen viivojen joukkoon

O = {(v1,v2) € E: c(v1) # c(v2) }

ja vadrin vdritettyjen viivojen joukkoon H = E'\ O. Jos graafin viritykselle
c on voimassa |H| = 0, niin sanotaan, ettd graafi on hyvin vdritetty.

Huomaa, ettd tdmé kisitteistdé eroaa hieman joistakin teksteistd, joissa
késitellddn vain hyvia varityksistd kiyttien pelkistdin termid varitys. Lisdk-
si on mahdollista, joukon C valinnasta riippuen, ettd kaikilla graafeilla ei
valttdméatta ole olemassa hyvaa véritysta.

64
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Ryhmén G péélle rakennettua tarkistusmerkkijérjestelméé, jossa tarkis-
teen midrittad funktio f : G+ G voidaan mallintaa graafina R = (V, E)
seuraavasti. Méaritelladn graafin solmut asettamalla V = {ajas...a,—1 €
G" 1 : a; € G}. Tehdiiin valinta taulukoissa 3.1, 3.2 ja 3.3 mainituista virhe-
luokista, joita halutaan havaita ja méaaritelldsin graafin viivajoukko E siten,
ettd (v1,v2) € E, jos ja vain jos merkkijono v1 saadaan merkkijonosta vs jol-
lakin valittujen virheiden tyyppiselld muunnoksella. Valittujen virhetyyppien
ehdot tayttavan tarkistusmerkkijirjestelmén olemassaolo médrdytyy graafin
R avulla kysymilld, onko olemassa sellaista funktiota f : G"~! — G, joka
on graafin R hyvid viritys? Funktion f pitdisi siis virittdd jokainen graafin
solmu hyvin jollakin joukon G alkiolla. Jos (vi,v2) € E ja f(v1) = f(v2),
niin tilléin tarkistusmerkkijérjestelmé ei kykene erottelemaan virhetta, joka
aiheutti muutoksen vy ~ vq.

Tésta analogiasta on hyotyé tutkittaessa tarkistusmerkkijérjestelmien ra-
joitteita.

Maésritelma 8.3. Taydellinen graafi on graafi (V, E), jolle (v1,v3) € E
aina, kun vy,ve € V.

Luonnollisesti n solmua siséltavéin tdydellisen graafin hyvin vérittadmiseen
tarvitaan n varia.

Maiidritelma 8.4. Kahden merkkijonon ajas . ..a, ja bibs . ..b, Hamming-
etdisyys on nitden indeksien ¢ lukumadadrd, joilla alkiot a; ja b; eroavat toisis-
taan.

Syotemerkkijonossa tapahtuva yksittéisvirhe tuottaa merkkijonon, jon-
ka Hamming-etédisyys alkuperdiseen merkkijonoon on yksi. Kaksi yksittis-
virhettd tuottavat merkkijonon, jonka Hamming-etdisyys on kaksi, ja niin
edelleen.

Yksi taulukossa 3.2 esitetyistd virheluokista oli kaksi yksittaisvirhetta.
Téllainen virhe tarkoittaa sydtejonossa muutosta

..ai...aj...«»...a;...a;....
Keskitytdin jatkossa tdmén virheluokan kisittelyyn. Graafianalogian kautta
tastéd virheluokasta voidaan paitella seuraavaa.

Lemma 8.5. Mikddn yhtd tarkistusmerkkid kayttivd kaavaan 3.8 perustuva
tarkistusmerkkijirjestelmd ei voi tunnistaa kaikkia kahden yksittdisvirheen
tyyppistd virhettd.

Todistus. Esitetddn mahdolliset sydtemerkkijonot graafina R = (V, E). Té-
mé graafi sisdltdd solmut {...a;...a;...: a;,a; € G}, jotka ovat kaikki kes-
ken#ifin yhdistettyji viivoilla ja niitd solmuja on n? kappaletta. Siispi graafi
R sisiltis kokoa n? olevan tiydellisen aligraafin. Tami tarkoittaa sitd, ettd
olisi l6ydettivi tarkistefunktio f, joka virittad kokoa n? olevan tiydellisen
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graafin hyvin kiyttden n:84 eri virid, mikd on mahdotonta, silld tdhén tar-
vitaan n? viris. ]

Téydellinen kahden yksittédisvirheen tunnistaminen ei siis ole mahdol-
lista, joten on luonnollista kysyé, kuinka permutaatio ¢ pitiisi valita, jotta
saataisiin edes mahdollisimman hyvé kahden yksittdisvirheen tunnistamisky-
ky? Hieman merkillisesti osoittautuu, ettd permutaation § valinnalla ei ole
mitddn valid, silld jokainen néistd toimii tdsméilleen samalla tehokkuudella.

Lemma 8.6. Olkoon G ryhmd, & jokin sen permutaatio ja x € G jokin
ryhmdn G ennalta kiinnitetty alkio. Riippumatta permutaatiosta §, kuvaus
f(a,b) := axd(b) kiy lapi kaikki ryhmdin G n eri arvoa tdsmdalleen n kertaa,
kun a ja b kayvdt ldpi kaikki alkiot ryhmdssd G.

Todistus. Koska permutaatiolla § operoiminen seké kiinnitetylld alkiolla x
kertominen ovat molemmat kuvauksina bijektioita, niin lauseke zd(b) kiy
tdsmilleen kerran ldpi jokaisen ryhmén G alkion, kun b kiy ldpi ryhmén G
alkiot. Siten axd(b) = aG, jolloin jokaisella alkion a arvolla saadaan jokainen
ryhmén G alkio tdsmaélleen kerran. O

Témén lemman havaintona saadaan, ettéd jokainen yhden tarkistusmer-
kin jarjestelmd (G, d) vérittdd kahden yksittdisvirheen tyyppisid virheita ku-
vaavan graafin kokoa n? olevan tiydellisen aligraafin kaikilla vireilld "yhti
tasaisesti", eli kiyttden jokaista virid n kertaa.

Lause 8.7. Olkoon G ryhma ja |G| = n. Jokainen kaavaan 3.3 perustu-
va ryhmdn G tarkistusmerkkijirjestelmd, jossa syotemerkkijonon alkiot ovat
ryhmdsti G, tunnistaa tdsmdlleen nL-i-l osuuden kaikista kahden yksittdisvir-
heen tyyppisistd virheista.

Todistus. T#td virheluokkaa kuvaava graafi on kokoa n? oleva tiydellinen
graafi ja edellisen lemman perusteella tiedetdin, ettéd jokainen tarkistusmerk-
kijarjestelms virittdd nimi n? solmua tasaisesti n eri virilld. Havaitsemat-
tomat virheet ovat tdmén graafin viivoja, joiden solmut ovat samanvirisia.
Niimi voidaan tarkalleen laskea. Graafissa on n? solmua ja jokaista solmua
kohden on olemassa n — 1 samanvéristd solmua. Siten viivoja, joiden solmut
ovat samanvérisid on m kappaletta. Nimittdjdssa esiintyy jakaja 2, kos-
ka muuten jokainen viiva laskettaisiin kahdesti, ensin jarjestyksessi (a,b) ja
sitten jarjestyksessi (b, a).

) = 222D ivaa, joten kaikenkaik-

Kokonaisuudessaan graafissa on ( 9 5
kiaan tarkistusmerkkijirjestelma tunnistaa
2(p_
, n (7; 1) o
T on2(n2-1) n-+1
2

kaikista kahden yksittdisvirheen tyyppisistd virheista. O
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Téamaé tulos nahtiin kokeellisesti jo edellisesséd kappaleessa esitetyn tau-
lukon 7.3 kertalukua 10 olevien ryhmien kohdalta, joissa toistuvat luvut
% ~ 90.9%, sekid kertalukua 16 olevien ryhmien kohdalta, joiden kahden
yksittdisvirheen tunnistuskyky on 1% ~ 94.1%.

Yleisemmin tdydellisen graafin vérittdmiselle on voimassa seuraava lem-
ma.

Lemma 8.8. Kokoa n olevalle taydelliselle graafille G(V, E), joka viritetddn
mahdollisimman hyvin m:lla eri varilld, kun m | n, on voimassa yhtailo

0] _ n(im —1)
|E|  m(n-—1)

Todistus. Tamén lauseen todistus etenee ldhes kuten lauseessa 8.7. Koska
graafi G on tdydellinen, niin suurin méara oikein viritettyja viivoja saadaan,
kun solmut viritetdan tasaisesti jokaista véria kiyttaen. T&ll6in jokaista varia
kiiytetddn - kertaa ja koska virejd on m kappaletta, niin vidrin véritettyja
viivoja on yhteensi |H| = m - (”ém) = w kappaletta. T#lloin

n(2—1) B
ol _, 1l _ "5 am-y

E] ~  |E|] ncl) m(n — 1)

O]

Edellisen ominaisuuden kannalta ei ole vilttamé&tonta, ettd m|n, mutta
tdmé oletus yksinkertaistaa saatua lauseketta huomattavasti. Téata tulosta
kiytetadn my6hemmin yleisemméan virheentunnistusrajan nayttamiseksi.

Graafien vérityksen ja tarkistusmerkkijirjestelmien yhteyden esitteli tiet-
tavisti ensimmaéisend R. Carvajal [55] vuoden 1974 artikkelissaan, jossa kon-
struoitiin kaikki yksittéis- ja vaihtovirheet tunnistava tarkistusmerkkijérjes-
telmd ryhmassd Zy, missd k on pariton tai erikoistapauksessa k = 4.

8.2 Useamman tarkistusmerkin jarjestelméat

Mikain edellisessd luvussa vertailluista jarjestelmisté ei kykene havaitsemaan
kaikkia kahden yksittdisvirheen tyyppisia virheitd, mika on lauseen 8.7 myo-
td ymmaérrettdvad. Tarkistusmerkkijérjestelmid konstruoitaessa ei ole pakko
rajoittua kiyttdméaén vain yhtd tarkistusmerkkia, vaan kayttdmaélla kahta
tai useampaa tarkistusmerkkiéd voidaan yksittaisvirheitdkin myds tunnistaa
useampia.

Yhden tarkistusmerkin jirjestelméit voidaan laajentaa usean tarkistus-
merkin jarjestelmiksi monella eri tavalla. Konkreettisia esimerkkeja téllaisis-
ta jarjestelmistd on esitelty muunmuassa Eckerin ja Pochin [18] seké Schulzin
[56] artikkeleissa. Madritelldén seuraavaksi yleinen rakenne moninkertaiselle
tarkistusmerkkijarjestelmalle kdyttden 1ahtokohtana tarkisteyhtdlod 3.4.
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Mairitelma 8.9. Olkoot kuvaukset 61,09, ..., ryhmdn G permutaatioita

Jja ai, ..., an tarkistusmerkkijirjestelmdn syétejono. Tdlloin mddrdtadn tar-
kistusmerkit by, ..., by siten, ettd

by = a151(a2)5%(a3) - {L_l(an),

by = a152(a2)53(a3)... ;‘_l(an),

by = alék(ag)éi(ag) - (52_1(an).

Tallaista jarjestelmdad sanotaan k-kertaisekst tarkistusmerkkijarjestelmdksi.

Lahetystd varten merkkijono kirjoitetaan jonossa ajas...apbibs. .. bg.
Huomaa, ettd tdssd menetelméssd kaikki tarkistusmerkit by, ..., b, laske-
taan toisistaan erilliin. Vaihtoehtoisessa midritelméssi ndmé termit voitai-
siin ketjuttaa siten, ettd alkiota b; laskettaessa otettaisiin huomioon alkiot
b1,...,b;_1, mutta tillaisen menettelyn kiyttdminen havaittiin vaikeuttavan
jarjestelmén analyysia.

Maaritelmén 8.9 mukaisesti menettelemélld voidaan rakentaa k-kertaisia
tarkistusmerkkijarjestelmid, jotka tunnistavat useampia merkkijonossa ta-
pahtuvia yksittdisvirheitd. Siihen tarvitaan automorfismeja, joilla on seu-
raava ominaisuus.

Mairitelma 8.10. Ryhmdn G automorfismia 0 sanotaan kitntopistevapaak-
si, jos se kiinnittad vain ryhmdn G identiteettialkion, eli jos ehdosta 6(x) =
r,x € G seuraa, ettd r = e.

Kiintopistevapailla automorfismeilla on seuraava helposti havaittava omi-
naisuus.

Propositio 8.11. Jos kiintopistevapaan automorfismin 6 lyhimmdn ei-trivi-
aalin radan pituus on k, niin automorfismit 62,63, ...,651 ovat myds kiin-
topistevapaita.

O]

Seuraavat kappaleet esittelevit néihin ominaisuuksiin pohjautuvia esi-
merkkikonstruktioita.

8.2.1 Kaksinkertainen 10/16 -jirjestelmi

Rakennetaan ryhméin Zj perustuva kaksinkertainen tarkistusmerkkijirjes-
telmé kdyttden yhtd ryhmaén Z% kiintopistevapaata automorfismia 9, jonka
lyhimmé&n ei-triviaalin radan pituus on s. Rajoitetaan jirjestelm#ssa kiy-
tettavien syotemerkkijonojen ajas...a, pituutta n ehdolla n < s. Valitaan
edelld 61 := § ja 65 := §2. T4lloin saadaan kaksi tarkisteyht#lod

by = ay+0(az) +6%(a3) + ...+ 0" Hay) ja (8.1)
by = a1+ (52(612) + 54(613) + ...+ (52”_2(an). (8.2)
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Lause 8.12. Olkoon G ryhmd, kuvaus § sen kiintopistevapaa automorfismi
ja s kuvauksen 0 lyhimmdan ei-triviaalin radan pituus. Jos sydtemerkkijonon
pituus n on rajattu mittaan n < s, niin yhidloihin 8.1 ja 8.2 perustuva kak-
sinkertainen tarkistusmerkkijirjestelmd tunnistaa kaikki kahden yksittdisvir-
heen muutokset.

Todistus. Yhtalot 8.1 ja 8.2 yksindén toimivat kahtena yhden merkin tarkis-
tusmerkkijirjestelméané, joten luonnollisesti yksi yksittdisvirhe tunnistetaan
riippumatta siitd, tapahtuuko se missd tahansa merkissi a;, by tai bs. Voi-
daan siis keskittyd kahden yksittédisvirheen tarkasteluun, joissa molempien
merkkien muutos on oleellinen.

Jos merkissd b; tapahtui muutos, niin yhtéléssd 8.2 on télléin voinut
muuttua vain yksi merkki. Silloin tdmi yht&dld tunnistaa virheen, silld se
tunnistaa kaikki yhden merkin muutokset. Vastaavasti, jos merkissd by ta-
pahtui muutos, niin yhtédléssd 8.1 on télldin tapahtunut vain yhden merkin
virhe, joka tunnistetaan.

Voidaan siis olettaa, ettd on tapahtunut muutokset a; ~ a},a; # a; ja
a; ~ a;, a; # a;,z’ # j. Jos ndmé muutokset jdisivit tunnistamatta, niin se
tarkoittaisi, etté

ar+ . A0 @)+ T ay) 6" (a) =
art...+67 @) ...+ I 4. 46" (an) ja
ar+ ...+ 6% 2(a) + ...+ ¥ 2a)) +...+ 6" a,) =
ar+...+ 0% a) + ...+ §Y72(d)) 4. 46" (an),

tai yhtapitavasti
8" Nai) + 6 Nay) = 67'(af) + 67 (a]) sekid
822 (a;) + 6% %(a;) = 6%72(a}) + 6% 72(d}).

Tehdéén merkinnét  := a; — a; ja y := a; — aj, jolloin saadaan yhtilot

#7@) = $7) Ja
2 a) = $HRy),

Niista voidaan ratkaista muuttuja = ja saadaan

F 7N y) = 697 (y),

miki tarkoittaa, ettd kuvaus 6/~% kiinnittdd alkion a; — a;»,
j—i<nm—1<s—1< s, niin /7% on kiintopistevapaa automorfismi ja
kiinnittdd vain ryhmin Z3 identiteettialkion. T#st# seuraisi, etti a; = a;,
miké ei ole mahdollista.

Siten yhtéloihin 8.1 ja 8.2 perustuva kaksinkertainen tarkistusmerkkijar-
jestelmé tunnistaa kaikki syotejonossa tapahtuvat kahden merkin muutok-
set. 0

mutta koska
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Huomaa, ettéd edellisessd todistuksessa itse asiassa on oleellisempaa, etté
st j —1, eli ettd se indeksien etdisyys, jossa kaksi virhettd tapahtuvat, ei
saa olla minkid&n automorfismin § radan pituuden monikerta. Vertaa tita
ominaisuutta lauseeseen 7.3.

Téssé jarjestelméssd merkkijonon pituuden rajoitus n < s ma#raa jirjes-
telmén kdytédnnollisyyden, joten on térkedd valita automorfismi, jolle luku s
on mahdollisimman suuri. Ryhméssi Z tillaisia ovat esimerkiksi kappaleessa
7.2.1 esitetyt automorfismit P ja @) sekd kappaleessa 7.2.2 esitetyt automor-
fismit 1, d2 ja d3. Kaikkien nédiden automorfismien kertaluku on 15 ja koska
ne kaikki koostuvat yhdestd 15:n alkion mittaisesta ei-triviaalista syklista,
niin nitd kiytettdessd s = 15. Kappaleessa 7.2.3 esitetty automorfismi 6 on
kertalukua 31 ja koostuu mydskin vain yhdestd ei-triviaalista syklisti, joten
sille s = 31. Nam4i valinnat ovat parhaita mahdollisia kyseisissd ryhmissé,
silld |Z5] = 16 ja |Z3] = 32.

8.2.2 Kolminkertainen 10/16 -jirjestelmi

Muokataan edellisen kappaleen konstruktiota seuraavasti. Kéytetdan kahden
tarkisteyhtélon sijasta kolmea ja lasketaan alkiot by, bo ja b3 kaavoilla

by = a1+ 5(&2) + 52(a3) + ...+ 5"_1(an), (83)
by = ar+08%(az)+ 64 as) + ... + 62 2(ay), (8.4)
by = ar+5%(as) + 0%(az) + ... + 653 (an). (8.5)

Télla jarjestelmalld voidaan tunnistaa syotteessd tapahtuvat kolme yksittais-
virhetta.

Lause 8.13. Olkoon G ryhmd, kuvaus § sen kiintopistevapaa automorfismi
ja s kuvauksen § lyhimmdn ei-triviaalin radan pituus. Jos sydtemerkkijonon
pituus n on rajattu mittaan n < s, nin yhtalothin 8.3-8.5 perustuva tarkis-
tusmerkkijarjestelmad tunnistaa kolme syétteessd tapahtuvaa yksittdisvirhettd.

Todistus. Jos syOtteessd tapahtuu kaksi tai vihemmén yksittaisvirhetta, niin
lauseen 8.12 nojalla ndmé virheet tunnistetaan. Jos yksi virheisti on tapah-
tunut alkiossa by, niin yhtdloissd 8.4 ja 8.5 on télldin tapahtunut vain kaksi
virhettd, jolloin lausetta 8.12 voidaan taas soveltaa. Samaa piittelya voidaan
soveltaa, jos virhe on tapahtunut alkiossa bs tai bs.

Voidaan siis olettaa, ettéd kaikki kolme virhetta ovat tapahtuneet alkioissa
a; ~ aj,aj ~ aj ja ag ~ ay, missi i # j,j # kk #i,a; # aj,a; # a} ja
ap # aj.

T&lléin jos virhe jéisi tunnistamatta, tdytyy olla voimassa seuraavat yh-
talot:

a; + 6 aj) + 6" ay) = df+ 5j7i(a9) + 06" (ap),
a; +6°07(a;) + % Vax) = aj+ 69" (a)) + 8*F(ap) ja
ai + 6797 (a;) + %V (ar) = af + 60" (a)) + 8*F ) (ay),
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mistd saadaan muotoiltua ehdot

—aj) + 6" (a}, — a) =
§20=0(a! — a;) + 625~ (af, —ap) =
5300 (a!; — a;) + 63+ (a), — ay).

Merkitddn x := a; — a; ja y := aj, — ay, ja kisitellddn ensimmiistd ja toista
vhtéloa erikseen seké poistetaan automorfismin ¢ operoinnit, jolloin saadaan

z+ 0" (y) = 7)) + 6% (y) ja
v+ 82D (y) = § (@) + 8T y),

josta yhdistelemilla samanmuotoiset termit vasemmalle puolelle saadaan eh-
to

320 (y) — 52D (y) = g2 (y) — §F I (y).

Tama yhtalo sievenee muotoon
I (0 ) —y) = 6" (y) — v

Siispd automorfismi 677 kiinnitt#d alkion 6*7%(y) — v, miki on mahdollista
vain, jos 6F 7 (y)—y = e, silli k—j < n—1 < s. Siten 6¥ ¥ (y) = y, mutta tims
on mahdotonta, koska my6s k—i < s. Siten tdmé tarkistusmerkkijérjestelma
tunnistaa kolme syStteessi tapahtuvaa yksittaisvirhetta. O

Edellisen lauseen todistus on jo hieman mittava ja nelinkertaisen tai sita
vahvemman jarjestelmén varmuutta on vield tyoladmpi todistaa. Téllaisten
jarjestelmien toimivuutta kokeiltiin tietokonepohjaisesti kiytdnndssa ja tu-
lokset tukevat seuraavaa teoriaa.

Propositio 8.14. Olkoon G ryhmd, kuvaus § sen kiintopistevapaa automor-
fismi ja s kuvauksen ¢ lyhimman ei-triviaalin radan pituus. Jos sydtemerk-
kijonon pituus n on rajattu mittaan n < s, nin kaytidmalld tarkisteyhtdlo-
ryhmad

b = m +(5(a2) +52(a3)+...+6n_1(an),

by = a1+ 52((12) + 64(a3) + ...+ (52("_1)(an),
b3 = a1+ 53(6L2) + (56(a3) + ...+ (53("_1)(an),
by = a1+ 0%(az) + 6% (ag) + ...+ 6" D(a,),

missd k < s, havaitaan kaikki syotemerkkijonon muutokset
!/ RN /
a1az . ..apbiby ... by~ ajay...a,bibsy ... by,

kunhan ndiden kahden merkkijonon Hammingin etdisyys on korkeintaan k.
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O
Y14 on syytd tehdd rajoitus & < s, koska muuten voisi olla §° = id,
minki jilkeen sama tarkisteyht#lo alkaisi toistaa itsedin, kun 65T = 4.
Moninkertaisille tarkistusmerkkijéarjestelmille voidaan lemmasta 8.8 péaa-
telld seuraavaa.

Lause 8.15. Olkoon (G,9) l-kertainen tarkistusmerkkijarjestelmd, jonka
syotemerkkijonoissa kdytetddn vain osajoukkoa S C G ryhmdstd G, mutta
jonka tarkistusmerkit saavat olla mitd tahansa ryhmdn G alkioita. Merkitidn
|G| = n,|S| = m. Talléin (G,9) havaitsee systemerkkijonossa korkeintaan
Hamming-etdisyydeltdin k € Z tapahluvista virheistd osuuden

mF(n! —1)

k l
nt(mk — 1)’ [

olettaen, ettd m
Todistus. Syotemerkkijonon virheet, jotka tapahtuvat Hamming-etaisyydelld
k muodostavat kokoa mF olevan tiydellisen graafin. Tarkistusmerkkijirjes-
telmiin tarkistusfunktion on viritettivi timi graafi n! eri virilli. Lemma
8.8 kertoo, kuinka tdmé viritys on tehtidvi ja se antaa myds oikein véritet-
tyjen viivojen lukumé&irin. Sijoittamalla tihin kaavaan n < mF ja m < nl,
saadaan virheentunnistukselle lauseessa viitetty muoto. O
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Liite A
Permutaatioiden listaus

Seuraavaa ohjelmakoodi toteuttaa B.R. Heapin algoritmin [41, pp. 49-52], jo-
ta voidaan kiyttda yleisend aliohjelmana kulkemaan kaikkien valittua kokoa
olevien permutaatioden 14pi nopeasti tietyt alipermutaatiot karsien.

/** Represents a fixed-size permutation of numbers
[0, Size-1].%/
class Permutation

{
private:
std::vector<int> image;
public:
Permutation(){}
Permutation(int size)
{

SetIdentity(size);

int Size() const { return image.size(); }

/// Sets this permutation to the identity,

/// [0 1 2 ... 8ize-1]
void SetIdentity(int size)
{

image.clear();

image.reserve(size);

for(int 1 = 0; i < size; ++i)
image.push_back(i);

/// Helper structure that saves information about

7
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/// the permutation’s traversal state.
struct Traversal

{
/// The factoradic number of the last-visited
/// permutation.
std: :vector<int> c;

}s

/// Starts a new traversal, the first permutation to
/// visit is the identity.
void BeginTraversal(Traversal &t)

{
SetIdentity(Size());
t.c.clear();
t.c.reserve(Size());
for(int i = 0; i < Size(); ++i)
t.c.push_back(0);
}

/// Gets the next permutation where the first #change
/// items are not all the same.

/// Q@return The index of the smallest changed

///  element, or -1 if no permutation.

int NextPermutation(Traversal &t, int change)

{

assert(change > 0);

int k = 1;
while(t.c[k-1] >= k)
{
t.c[k-1] = 0;
++k;
if (k >= Size())
{

BeginTraversal(t);
return -1;

}
++t.c[k-1];

for(int i = 1; i < k; ++i)
swap (image[Size()-1 - i], image[Size()-11);
swap(image[Size()-1 - k],
image[Size ()-1 - (k+1-t.c[k-11)1);
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swap(image[Size()-1 - k],
image[Size()-1 - (k-t.c[k-11)1);

int m = Size()-1-k;
if (m < change || change <= 0)
return m;

k=1,
while(k < Size())
{
if (Size()-1-k < change)
{
return Size()-1-k;
}
else // skip this suffix
{
while(t.c[k-1] >= k)
{
// apply sigma-1
swap (image[Size()-1 - k], image[Size()-11);

t.c[k-1] = 0;
++k ;
if (k >= Size())
{
BeginTraversal(t);
return -1;
}
}

++t.c[k-1];

// apply tau

swap(image[Size() -1
image[Size() -1

swap (image [Size () -1
image[Size() -1

k],
(k+1-t.c[k-11)1);
k],
(k-t.c[k-11)1);

3

return O;
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Liite B

Taydellisten kuvausten
konstruointi

Téssd liitteessd esitetty ohjelma toteuttaa Eckerin ja Pochin algoritmin 6.2,
joka konstruoi tdydellisid kuvauksia Abelin ryhmésta.

class CompleteMap

{

private:
QuasiGroup g;
Permutation a;
Permutation b;
int numSolved;

public:

explicit CompleteMap(QuasiGroup &group)
:g(group) {}

bool IsInSolvedRange(int e)

{
for(int i = 0; i < numSolved; ++i)
if (g.Mul(ali], b[i]) == e)
return true;
return false;
}

int FindNextIndexWithImage(int i, int e)
{
for(i = i+1l; i < numSolved; ++i)
if (g.Mul(ali], bl[i]) == e)
return 1i;
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return -1;

}
bool Stepl()
{
for(int i = numSolved; i < g.NumElems(); ++i)
for(int j = numSolved; j < g.NumElems(); ++j)
if (!IsInSolvedRange(g.Mul(alil, b[j1)))
{
a.Swap(numSolved, i);
b.Swap (numSolved, j);
++numSolved;
return true;
}
return false;
}
bool Step2()
{
for(int i = numSolved; i < g.NumElems(); ++i)
{
int j = FindNextIndexWithImage(-1, g.Mul(alil, b[il));
while(j !'= -1)
{
for(int k = numSolved; k < g.NumElems(); ++k)
if (k '= 1)
{

if (!IsInSolvedRange(g.Mul(al[jl, b[k1)))
{

b.Swap(j, k);

a.Swap(numSolved, 1i);

b.Swap (numSolved, i);

++numSolved;

return true;

if (!IsInSolvedRange(g.Mul(alk], b[j1)))

a.Swap(j, k);
a.Swap(numSolved, i);
b.Swap (numSolved, i);
++numSolved;

return true;
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j = FindNextIndexWithImage(j, g.Mul(al[il, b[il));

+
}
return false;
b
void RepeatStepl()
{
bool success = true;
while(success)
success = Stepl();
}
void RepeatStep2()
{
bool success = true;
while(success)
success = Step2();
}
void RepeatStep3()
{
bool success = true;
while(success)
success = Step3();
}
bool Pivot(int e, int nPivoted)
{
for(int i = nPivoted; i < numSolved; ++i)
if (g.Mul(ali], b[i]) == e)
{
a.Swap(i, nPivoted);
b.Swap(i, nPivoted);
return true;
b
return false;
t

bool Step3()

{
if (numSolved+l >= g.NumElems())
return false;
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int nPivoted = 0;

int e = g.Mul(a[numSolved], b[numSolved]);
bool success = Pivot(e, nPivoted++);
while(success)

{
if (nPivoted == 1)
e = g.Mul(al[0], b[numSolved+1]);
else
e = g.Mul(a[nPivoted-1], b[nPivoted-2]);
success = Pivot(e, nPivoted);
if (success)
++nPivoted;
if (nPivoted > numSolved)
return false;
}
int bLast = b[nPivoted-1];
for(int i = nPivoted-1; i > 0; --1i)

blil = bli-1];
b[0] = blnumSolved+1];
b[numSolved+1] = blLast;
++numSolved;
return true;

/// Starts from a random input permutation
/// and builds a complete map of it.
Permutation FindRandomCompleteMap(LCG &lcg)
{
a.SetToRandom(lcg, g.NumElems());
b.SetToRandom(lcg, g.NumElems());
numSolved = 0;

int nSolved = numSolved-1;
while(nSolved != numSolved && numSolved < g.NumElems())

{
nSolved = numSolved;
RepeatStepl () ;
RepeatStep2();
RepeatStepl();
RepeatStep3();

}

Permutation final;
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final.SetIdentity(g.NumElems());
for(int i = 0; i < g.NumElems(); ++i)
final(la[i]l] = bl[il;

if (numSolved == g.NumElems()-1)

{
++numSolved;
if (!IsSolvedRangeValid())
--numSolved;
}

return final;

void PrintBar(int d, char c)

{

cout << " "
for(int 1 = 0; i < d; ++1i)
cout << " " ;

cout << ¢ << endl;

void Print()

{

PrintBar(numSolved, ’1|°);

cout << "a: " << a << endl;

cout << "b: " << b << endl;

Permutation c;

c.SetIdentity(g.NumElems());

for(int i = 0; 1 < g.NumElems(); ++i)
cli]l = g.Mul(alil, bl[il);

cout << "c: " << ¢ << endl;

cout << endl;
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